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MỆNH ĐỀ - TẬP HỤP 


§1. MỆNH ĐỀ 


IL. KIEN THỨC CẨN NHỚ 


“nắn 
1. Môi mệnh để phải hoặc đúng hoặc sai. Mệnh mệnh đề không thể vừa đúng 
vừa sai, Kí hiệu các mệnh đẻ bởi các chữ in hoa A. B, CC... 
2. Kí hiệu mệnh để phủ định của mệnh đẻ P là P, tà có: P đúng khi P sai và 
P sai khi P đúng. 
3. Một khang định chứa biển p(x) không phải là một mệnh đẻ, nhưng với mỗi 
giá trị của biển x (thuộc một tập X nào đó) ta được một mệnh đề. 
4. * Mệnh đề "Nếu P thì Q” được gọi là mệnh đẻ kéo theo và kí hiệu: P -› Q. 

* Với P là một mệnh đẻ đúng thì : 

Nếu Q dúng thì P, › Q dúng 

Nếu Q sai thì P —›> Q sai 

* Các dinh lí toán học thường là những mệnh đẻ có dạng P => Q. Khi đó 
ta nói ; P là giả thiết còn Q là kết luận của định lí, hoặc P là điều kiện đủ để 
có Q, hoặc Q là điều kiên cần để có P. 


Š. ® Mệnh đẻ Q => P được gọi là mệnh đẻ đảo của mệnh đẻ P => Q. 

® Nếu cá hai mệnh đẻ P -z Q và Q —> P đều đúng thì ta nói P và Q là hai 
mẻnh để tương đương. Khi đó ta kí hiệu P «> Q và đọc là P tương đương Q, 
hoặc P là điệu kiện căn và đủ để có Q, hoạc P khi và chỉ khi Q. 
5. Kí hiệu ở đọc là "với mọi”. Mệnh đẻ Vx e X: p(x) là đúng có nghĩa là ; 
với mọi x thuộc tập X mệnh đẻ p(x) là đúng. 
7. Kí hiệu † đọc là "có một” (tồn tại một) hay "có íL nhất một” (tồn tại ít 
nhất một). 


Ví đụ †. Trong các khẳng định sau, khẳng định nào là mệnh đẻ, khẳng định 
nào không phải là mệnh dẻ : 

A)59—7=1l;: b)2+3>0; c€)3-x=8. 

Giải 

a) Kháng định này là mọt mệnh đẻ : đó là khẳng định sai. 

b) Kháng định này là một mệnh đề : đó là kháng định đúng. 

c) Kháng định này không phải là mệnh đề vì không biết nó đúng hay sai do 
chưa biết x là bao nhiều. 


Ví dụ 2. Cho các mệnh đẻ sau : 

a) A = "7 là một số nguyền tố” : 

b)B= "9 < v§0 ”; 

c)C= "8 chia hết cho 5”. 

Hãy phát biểu phủ định của chúng và xét tính đúng sai cua chúng. 
Giải 

a) A= "1 không phải là số nguyên tố” A đúng, A sai. 

b)B=' "9 > v80 " Bsai, B dúng. 

c) C ="§ không chia hết cho 5". C sai, C đúng. 

Ví dụ 3. Tìm một giá trị của x thuộc tập số thực Íš để p(x) trở thành một 
mệnh đề đúng (một mệnh đề sai) với : 


a)p(x)= "2x+l<x"; b) p(x)= Sổ _ 22 —n + 20= 0, 

Giải 

a) p(~2) = "2.( 2)+ 1 <~2"= "~3 < -2" là mệnh để đúng 
p(0)= "2.0 + I <0”= ”I <0” là mệ enh để sai. 

b) p(1) = "1Ÿ ~ 2.)2- 1+2=0"= “0 =0" là mệnh để đúng 


p(3) = nỗ : 2.G)ˆ 3+2=0”="”§=0' là mệnh đề sai. 
Ví dụ 4. Trong các trường hợp sau, hãy lập các mệnh đề P => Q và Q =>P 
và xét tính đúng, sai của mệnh đề đó. 
a)IP= "3.5 = 17": Q=x> I0" 
b)P= "Tam giác ABC là đều” : Q = "hai cạnh AB và BC của tam giác XBC 
bằng nhau". 
Giải 
a)P =>Q= "Nếu 3.5 = I7 thì x > 10”. Mệnh đẻ này đúng vì P là sai 

Q =P= "Nếu z > I0 thì 3.5 = 17 ". Mệnh đề này đúng vì Q sai. 
b) P => Q= "Nếu tam giác ABC là dều thì hai cạnh AB và BC của nó bằng 
nhau”. Mệnh đề này đúng. 
Q => P= "Nếu hai cạnh AB và BC tam giác ABC bảng nhau thì tam giác đó 
đều". Mệnh đẻ này sai (Nếu AB = BC thì tam giác ABC là cân, nhưng chưa 
chắc đã là đều). 
Ví dụ 5. Với mỗi mệnh đề sau. hãy lập mệnh đẻ phủ định của nó và xét tính 
đúng sai của mệnh đẻ này ; 
a) 3x 6[—l:3]:x”+5x—24=0; b) Vx€ Q: x + 3x z0, 
Giải 
a) Phủ định của mệnh đề đã cho là mệnh đề : 

Wxe E-L:51:x +3; —34 0. 

Mệnh đề này sai (vì khi x= 3 c [1 : 3] thì kẨ +5.3-24= lg 
b) Phủ định của mệnh đẻ đã cho là mệnh đẻ : 3x e Q;: x? + 3x=0 Mệnh 
đề này đúng (vì khi x=0 c Qthì 0+3.0= 0). 


II BÀI TẬP 


¡1.1 


- 
- 


1.3. 


M5. 


1..8. 


Irong các kháng định sau, kháng định nào là mệnh để, khẳng định nào 
chống phải là mèenh dẻ : 


& 
t)ỳã + 3= I0; b)4x+7=5; 
) 3-2/2 là một số hữu tỉ ; đ)7~ I là một số quá lớn ; 


3 
‡}4' =2 >0: 


2, lây phát biểu phú định của các mệnh đề sau và xét tính đúng sai của các 


›hủ đỉnh này : 
3 ` 
2K  +K” +3K£-6 


x°—] 


0. 


1)x = I là một nghiệm của phương trình 


3) ~ = >9 :€) (V3+A2)°=6:;d)8-—3= 5. 


cho tứ giác ABCD là hình bình hành. Lập các mệnh đẻ P = Q và Q => P, 
:ét tính đúng sai của chúng, trong các trường hợp sau: 

)P= "ABCD là hình thoi" ; Q = "AB = BC” 

9)P= "“ABCD là hình vuông” ; Q = "ABCD là hình chữ nhật” 

QP= "Hai đường chéo vuông góc với nhau” ; Q= "ABCD là hình vuông” 


2P="BC=CD";Q="A =909* 


.„ Trong bài 1.3. a) hãy phát biểu các mệnh đề được lập ra dưới dạng "điều 


liện cần". "điều kiện đủ", “điều kiện cần và đủ". 

“Trong trường hợp này P <> Q là đúng hay sai ? 

“ìm một giá trị của x  R để mệnh đề p(x) trở thành mệnh đề đúng với : 
2 

¡) p(X) = 'X“ +9x~ 10>0”; b) p(x) = "2x— 7> 3x-— 1" 


€Qpn(x)ì ="6x+2 =3"; đ) p(x)= ”(x + 1)(x- 2)(x + 3) = 0”. 


.  ìm một giá trị của x  l# để mệnh đẻ p(x) trở thành mệnh đề sai với các 


tường hợn trong bài l.5. 


.7, Thát biểu thành lời mỏi mệnh đề sau và xét tính đúng, sai của nó 


".-.- : 3 
2ð VAABC: A4 B+=1829; b) Vx€ JR:x +x =0, 
ởiqạe O:q>1; đ) 3xe 0+: ˆ>—— 
x“#1 

`. 2 
@ Vme€ Z:m +3m>0; ø) 3xe([0,l]:x —-4=0. 


Tùng các kí hiệu W, 3 để lập các phủ định của các mệnh đề ở bài 1.7. Phát 
tiểu chúng thành lời và xét tính đúng, sai của chúng. 


LƯỜI 3IÁI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


1uà: 


a Là một mệnh đề vì đó là khẳng định sai. 
bì Không phải là mệnh đẻ (tính đúng sai của khẳng định tuỳ thuộc vào giá 
LÍ của X). 


1.2. 


c).Là một mệnh đề vì đó là khẳng dịnh sai. 
đ) Không phải là một mệnh đẻ 
e) Không phải là một mệnh đề (khẳng định phụ thuộc vào giá trị của xì. 


Phủ định của các mệnh đẻ tương ứng sẽ là 


3 
AhŸ 4 xa. ĐÃ sÈ 
a) x= I không phải là một nghiệm của phương trình ———————— 
& =l 
Mệnh đề này là đúng vì x = I không thoả mãn điều kiện của phương trình. 


3+2I : 3 Xu vệ 3 
b) =.T <9. Mệnh đề này là đúng 


2 
c) (43+v2) #6. Mệnh đề đúng 


đ)8~ 3#z 5. Mệnh để này sai. 


,a)P.= Q= "Nếu ABCD là hình thoi thì AB = BC”. Mệnh đề đúng. 


Q =P= "Nếu AB= BC thì ABCD là hình thoi". Mệnh để này đúng (hình 
bình hình có hai cạnh liên tiếp bằng nhau) 

b) P => Q = "Nếu ABCD là hình vuông thì nó là hình chữ nhật”. Mènla đề 
này là đúng 

Q =P.= "Nếu ABCD là hình chữ nhật thì nó là hình vuông". Mệnh đề: sai 
(có hình chữ nhật không phải là hình vuông). 

c€)P 5Q = "Nếu hình bình hành có hai đường chéo vuông góc với nhau thì 
nó là hình vuông”. Mệnh đề sai (hình thoi cũng có hai đường chéo vuiông 
góc với nhau) 

Q =P= "Nếu ABCD là hình vuông thì các đường chéo của nó vuông góc 
với nhau ". Mệnh đẻ này là đúng. 

d) P = Q = "Hình bình hành có hai cạnh liên tiếp bằng nhau thì nó là Inình 
chữ nhật”. Mệnh đề sai (hình thoi chưa chắc là hình chữ nhật). 

Q =P= "Nếu ABCD là hình chữ nhật thì nó là hình thoi”. Mệnh đẻ: sai 
(không phải hình chữ nhật nào cũng là hình thoi). 


1.4. a) P => Q có thể phát biểu : "điều kiện cần để hình bình hành là hình thuôi là 


nó có hai cạnh liên tiếp bằng nhau” (hoặc “điều kiện đủ để hình bình hành 
có hai cạnh liên tiếp bảng nhau là nó là hình thoi”) 

Q =P có thể phát biểu : "điều kiện đủ để hình bình hành là hình thoi lià nó 
có hai cạnh liên tiếp bằng nhau" (hoặc "điều kiện cần để hình bình hànlh có 
hai cạnh liên tiếp bằng nhau là nó là hình thoi”) 

P © Q có thể phát biểu : "Điều kiện cần và đủ để hình bình hành là !hình 
thoi là nó có hai cạnh liên tiếp bằng nhau” 

Theo 1.3 a) P © Q là đúng. 


Lễ. 4) xZ2 ¡ b) x=—|Ó ¡ €) x= 2 :ử)x=-Il. 


1.6. 


6 


3 


a) =0; b)x=0;€) x=0;đ)x<0: 


lử h .. Ế, 4 e ° Ề: 3 
1.7. ai Với mọi tam giác tổng các góc trong bằng 182”. Mệnh đẻ sai. 


: 3 no, 2 ` = : 

b) Với mọi sở thực x ta có x` + x" =9. Mệnh đẻ sai. 
NhŠ SÃ 2 Tà ` 24 
€) Có ít nhất một số hữu tí: q > x Mệnh đẻ đúng. (chàng hạn lấy q ng ) 


đ) Tồn tại một số thực không âm x mà xÌ> “s—— - Mệnh đẻ đúng. (chẳng 
Xế#[ 
hạn lấy x = 2) 
2 . _ 
e) Với mọi số nguyên m có : m“ + 3m > 0. Mệnh đề sai. (chẳng hạn với m = —Ì 
5 

đó (-1Jÿ + 3(-1)=-2 <0) 

2 ậ 
0) Có ít nhất một số thực x thuốc đoan [Ô, I] sao cho x” - 4 = 0. Mệnh đề 


=5 


2 ke=2 
sai. (X” — 4=0€> 4 không thuộc đoạn [0; 1] 
x=-2 
1#. PE 1 định của các mệnh đẻ ở bài 1.7. 
ú) đAABC: A+B+Cz1829= "có ít nhất một tam giác với tổng các góc 
trong khác 1§2”". Đây là mệnh đẻ đúng. 
3 3 lên 3 2 
b) 3xe R:x +x z0= "Tên tại số thực x sao cho x` + x” #0”, Mệnh 
để đụng (chẳng hạn lấy x= l) 
c) #q € Ø :q<œ= "mọi số hữu tỉ đêu không lớn hơn ”. Mệnh đẻ này là sai. 
3 3 


<—= 


d)Vxe +: x 


= "Với mọi số thực x có x” <=————”. Mệnh đẻ 
+] # #1 
này sai, 


đà! 2: ... R 2 ụ 
€)Ym € Z:m + 3m <0 = "Có ít nhất một số nguyên m sao cho mˆ + 3m <0”. 
Mệnh đẻ này đụng, 


3 
E) VN e€ |0. 1|: x" - 4z 0= "Mọi số thực x trong đoạn [Ô ; !] đều thoả 


2 4 ` + 
mãn x“- 4+0” Mệnh đề này đúng. 


§2. TẬP HỢP 


1. * Để chỉ a là một phần tử của tập A. ta viết a c A. Để chỉ a không phải là một 
phần tử của tập A. ta viết a £ A. (hoặc a £ A). 

* Có thể xác định một tập hợp bằng hai cách : Liệt kê các phần tử của nó ; 
chỉ ra tính chât đặc trưng cho các phần tử của nó. 

* Tập hợp rỏng, kí hiệu là Ø, là tập không chứa phần tử nào. 
2. * Nếu mọi phản tử của A đều là phần tử của B, thì ta nói A là một tập con 
của B và viết A  B (đọc là A chứa trong B, hoặc B chứa A, hoặc B bao hàm A). 
°®ACA,VA:AcBvàBcC=EAcC;ØcA,VA. 
®A=Bc›»(xcAe©xeB) 


3. * Tập C gồm các phần tử vừa thuộc A. vừa thuộc B được gọi là giao của A và 
B, kí hiệu là C= AB. 
® Tập hợp € gồm các phần tử thuộc A hoặc thuộc B được gọi là hợp của \ và 
B, kí hiệu là C= A ©¡ B. 
* Tập hợp € gồm các phần tử thuộc A nhưng không thuộc B được goi là tiệu 
của A và B, kí hiệu là C= AVB. 
* Khi BC A thì AVB được gọi là phần bù của B trong A, kí hiệu CẠB. 
4. Các tập hợp số đã học : 
® Tập hợp các số tự nhiên : Ñ = {0, 1,2,...} ; N* = {1 2, 3,...] 
* Tập hợp các số nguyên : Z = |.... -3,—2, T—l,0, 1,2,...} ; 
* Tập hợp các số hữu tỉ @ là tập hợp các số biểu diễn được dưới dạng một 
phân sở n trong đó a,bc Z,b#0. 
Tập hợp các số thực IR gồm các số thập phân hữu hạn, vô hạn tuần hoàn và vô 
hạn không tuấn hoàn (tức là các số vô tỉ). 
Mỗi số thực được biểu diễn bởi một điểm trên trục số và ngược lại. 
5. Trong toán học thường gặp các tập con sau của tập R : 
Đoạn [a, b]= {xe R la <x<b| 
Nưa khoảng 
[a,b)= [xe IR la<x<b] 
(a.b]=|xe  la<x<b} 
[a,+zì= [xe  la<x| 
(-,b]=|xe J8 Ix<b) 
Khoảng 
(a,b)= {xe ïR la<x<b] 
(a,+œ)= [xe R Ix>al 
(-s.a)]=|xe RIx<al 
(-œ; +) = IR 


Ví ụ I. Cho các tập hợp sau 


a) Tập hợp A các nghiệm của phương trình (x + l)(x + 3)(x = 2) =0 


b) Tập B= |m e Z Ì mˆ< 50 } 

Hãy liệt kẻ tất cả các phần tử của chúng. 
tJ*đ ` £ Ị 

Giai. a) A= {=3:—L: ¬ Ì 


b)B=|-7;~-6;—5;-4:-3;:-2:~l1;0;1,2.3.4,5,6, 7} 
Ví đụ 2. Cho tập hợp A = {-3. 0, 2]. 
a) Hãy tìm tất cả các tập con của nó ; b) Tìm phần bù của B= {0| trong A 


Giai 

a) Các tạp con của A là : Ở. | 3|. |0. (21. 1—-3.0J. {-3. 2]. {0, 2Ị. {—3, 0. 2 
(2\ có 8 :ập con). 

bì Ta thấy BC A và CAB= AXB= I-3. 2] 

Ví dụ 3. Gọi TT là tập hợp các khối lớp của trường THPT Bình Minh, M là tập 
hợp các lớp khối 10, N là tập hợp các lớp khối I1 và L. là tập hợp các lớp khỏi 
12. Hày xác định các tập hợp sau : 


AaIM'2NUL: bì MXI.: gì TếYN: đ)NÑNnL: 
e)€†M: #) Cr(N 2L); h MzZxN 
Giải. a)MÔNCUL=T: b)MXL=M: 

c)TếvN=N;: dq)NnaL=Ø; 

e)C€CrM=NvUL: g)Cr(N2L)=M:; h)MñnN=Ø. 


Ví dụ 4. Mọi học sinh của lớp IOD đều thích học hoặc môn Văn hoặc môn 
Toán. Biết rằng có 32 học sinh thích học môn Toán, 27 học sinh thích hẹc môn 
Văn và 8 học sinh thích học cả hai môn Văn và Toán. Hỏi lớp 10D có bao 
nhiều học sinh ? 

Giai. Gọi V là tập các học sinh thích học môn Văn, T là tập các học sinh thích 
học môn Toán. Theo đầu bài mọi học sinh đều thích học hoặc môn Văn hoặc 
món Toán nên V C2 T là tập hợp học sinh của lớp 10D. Để xác định số phần tử 
của V C2 T ta xác định số phần tử của V (có 27 học sinh) và số phần tử của T 
(có 32 học sinh). Nhưng khi đó số học sinh vừa thích học môn Văn vừa thích 
học môn Toán (tập V  T) được tính hai lần (số đó là 8 học sinh). Vậy số phần 
tử thuộc V +2T là : 32 +27 = 5L. Lớp 10D có 51 học sinh. 


Ví đụ 5. Cho các tập IR._ =[0;+z): RỄ, =(0; +) 
l =(cz:0]: RỶ =(-e 3:0); R*= TR \ |0). Hãy xác định các tập sau : 
4) ÑRỤ  RỆ ¡bị ©Á*, ¡6 aW,:d)R VR e)R*XR, 
Giải ca) RỤ n R?.=(0;+2)= RỈ ¡bì R ONÑ.=R; 
@ aäRÑ,=l0]:d)R \RỮ= (0|: e) R*NR, = R” 
Ví đu 6. Xác định các tập sö sau và biểu diễn chúng trên trục số 
a)(~4; 2] [0:4): b)(0:3)t/[1;4]; 
€)|J-4;3|J\|-2: 1]: đ) IR XỊ1;3] 
Giải. a) (4: 2| [0 : 4) = [O; 2]; 
b)(0;3)2[1;4]= (0; 4] 
c}|-4:3]\I-2:1]=[-4:-2)©(1; 3] 
đ) R VỊL:3]=(=s>;1)2(3: +2) 


II BÀI TẬP 


2.1. 


22. 


t9 
hở 


2.4. 


2.6. 


3.1, 


2.8. 


Hãy liệt kê các phân tử của tập hợp sau : 
2 
a) Tập A các nghiệm của phương trình w +7x+6)(x + I0x—lI)=0 
b) Tập B= {xe Ñ I2x(x - 3) < 8]. 
€) Tập C = |2z+ Ilzc 22.-2<z<4]. 


4 Tắp D | bề lÌne N24 xz8), 
n-9 | : 
Tìm tính chất đặc trưng cho các phần tử của tập hợp sau : 
5 I0 17 26 37 S0 
BỊ Ñ mÁN, Su Si 2v 2x Ễ b) BC, Sa se Ð, 
3 3ä 4 536 4 9 16 25 36 49 


„ Biết rằng A là tập các hình tứ giác, B là tập các hình bình hành. C là tập các 


hình chữ nhật, D là tập các hình thoi và E là tập các hình vuông. 
a) [lãy dùng kí hiệu "Cˆ” để nêu mối quan hệ giữa năm tập trên. 
b) Phát biểu bằng lời và nêu ý nghĩa các tập sau : 
CAB 3 CpD t€ếrxÐ» Cp(C t2 D) 
Cho ba tập hợp A = |—1,0.2, 4,6,7]: B= {-3, 2,6,8]; C= [1,8,9] 
a) Hãy xác định các tập sau ; 
AUBUC;AnC:BnC;AaB;BVC;CXB 
b) Hãy tìm tất cả các tập con của C. Số các tập con đó là bao nhiều ? 


5. Mỏi thành viên của câu lạc bộ văn nghệ đều tham gia ít nhất vào mọt nhóm, 


nhưng không có ai tham gia đồng thời vào cả ba nhóm : Hát, Múa và Thơ. Biết 
ráng có 50 người tham gia nhóm Hát, 30 người tham gia nhóm Múa và 20 
người tham gia nhóm Thơ, trong đó 10 người tham gia cả hai nhóm Múa và 
Hát, I người tham gia cả 2 nhóm Múa và Thơ, Š người tham gia cà hai nhóm 
Hát và Thơ. Hỏi câu lạc bộ có bao nhiều thành viền ? 

Trong nhóm 100 khách du lịch có 70 người biết tiếng Anh, 4Š người biết tiếng 
Pháp và 23 người biết cả hai thứ tiếng. Hỏi trong nhóm có bao nhiều người 
không biết cả hai thứ tiếng ? 

Với các tập hợp lR „, LẦN "`¬.: trong ví dụ 5, hãy xác định các tập sau : 
4) IR,XR) ;b)RR,ÀÁIR :e)CpR” ;d Ra, :eRỔ AE, 
Xác định các tập sau và biểu diễn chúng trên trục số : 

a)[-4 ;2)t2(0;3];b)(<2;4)[1;5):c)(<œ;0)2 (—4; 5] 

đ)[2;: +e)A(=œ®;5)¡€) R\(Cœ;7];¡g)(=3:0)X(<1;4) 


II. HƯỚNG DẪN GIẢI 

2.1.a) A = [—6, =1, 1,—I1|; b) B= |0, 1,2, 3. 4] 
c)C= [-3,—1,1,3.5,7.9]; á Ta 442 xe 
: 6`55`116 
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2.4, 


2.6. 


2. 


2.8. 


23. 


_ 
n” 


a) A- | -ÍneN.l<n<6|: bị B=|-† llneN.2<n<? 


n 


,UECS€cbBcAÄA:Ec ĐBeBeA. 


b) CA = "Phản bù của tấp hợp các hình bình hành trong tập hợp các tứ giác”. 
Đó là “Tập hợp các tứ giác không phải hình bình hành”. 

ID = "Phân bù của tập hợp các hình thoi trong tập các hình bình hành”. Đó 
là “Tâp hợp các hình bình hành không phải là hình thoi”. 

€3 D= "Giao của tập hợp các hình chữ nhật với tập hợp các hình thoi”. Đó là 
“lập hợp các hình vuông”. Tức là C3 D = E. 


€ụ(C'© 21) = "Phần bù của hợp của tấp các hình chữ nhật và tập các hình thoi 
trong tập các hình bình hành”. Đó là “Tập hợp các hình bình hành khỏng phải 
là hình chữ nhật và hình thoi”. 
a)AC2BOC={t~-I,0.2,4, 6, 7, -3, 8, 9] 

Ancsø: 

BaC=(8§I: 

AOB=l2.6]; 

BVXC=[-3.2/6]:CVB=/1.9| 
b) Các tập con của € là : Ø, {1}. {8}, {9], {1, 81, [1.9], (8, 9}. (1,8. 9]. Tất 
cả có 8 tập con. 
Gọi A = [những người tham gia nhóm Hát) ; B= {những người tham gia nhóm 
Múa| : €= [những người tham gia nhóm Thơ] ; D= {những thành viên của 
câu lạc bỏ]. Ta có : D= Av BÀ, Vậy để tính số phần tử của D (số thành 
viên của câu lạc bộ) ta đếm số phần tử của A, của B và của C. Nhưng khi đó số 
các phân tử của Ä\ ©\ B (những người tham gia vừa nhóm Hát vừa nhóm Múa 
(1Ú người) ta đã đếm hai lần), tương tự đối với A Ấ € và Bev C, Vậy số thành 
viên của câu lạc bộ là : 50 + 30 + 20 — 10 - I - 5 = 84 (người). 
Gọi A = |những người biết tiếng Anh} (có 70 người) ; B = {những người biết 
tiếng Pháp] (có 45 người). Do đó số những người biết tiếng Anh hoặc tiếng 
Pháp là số những phản tử của A t2 B, bảng 70 + 4Š - 23 = 92 (người). Vậy số 
người không biết cả hai thứ tiếng này là 100 - 92 = 8 (người). 


# * k * 

4) IR,\RỈ =|0]: b)R,XR =E} ;c)CgRÌ=R. 
đ) R.; c)@Ø 
8)[-4;2)0(0:3]=[-4:3]:  b)(2:4)n[1;5)=[1; 4); 


€)(—®:0)02(-4 ; 5]=[—ø;: 5] d)[2: +) (-»; 5)=[2; 3); 
e)RVC-œ<:7]=[7; +œ) ; øg)(-3;:0)\(—1;4)=(-3;~—l) 
8) AOSB=(1:3] 

AUB=|0;$5) 


Ao€ŒG= (0Ị 

Bnac=øØ 

(AnaB)nC=(I;3]ml(-2;0)=@Ø 

(AOB)nC={[0; 5| SÌ(-2 : 0) = Ø. 
b)AnaB=(l] 

AUB=R 

AoC=C=(0;:]) 

B@€ =Ø (Học sinh tự biểu điền trên trục số) 


§3. SỐ GẦN ĐỨNG. SAI SỐ 


IL. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


a là số gần đúng của ä thì A¿= lã - al được gọi là sưi số ftyet đổi của 
n đúng a. 

2. Nếu A¿ =la — al<hthì=h <ã -a< hhaya-h< ã <a+h, như vậy 
a cla-=h;a +h]. Ta nói h là một cận trẻ của sai số tuyệt đối của ä, và a là 
số gần đúng của a với độ chính vác h. Ta viết äã =a£h. 


3. Gọi tỉ số ð(a) = +®#' là sưi số tương đối của số gần đúng a. Thường viết sai số 
a 


tương dối dưới dạng phản trảm. 
4. Chữ số k của số gần đúng a được gọi là chữ số đáng tin (hay chữ xố chắc) nếu 


sai số tuyệt đối A„ không vượt quá một đơn vị của hàng có chữ số k đó. 

Tất cả các chữ số ở bên trái chữ số đáng tin đều là các chữ số đáng tin. 

5. Cách viết chuẩn sở gản đng dưới dạng số thập phân là cách viết trong đó 
mọi chữ số đều là chữ số chắc. Nếu ngoài các chữ số chác còn những chữ số 
khác thì phải quy tròn đến hàng thấp nhất có chữ số chắc. 


Ví dụ 1. Biết số gần đúng a = 52347423 có độ chính xác h = 210. Hãy 
a) Viết các chữ số đáng tin của a ; 
b) Viết a dưới dạng chuẩn 
€) Ước lượng sai số tương đối của a. 
Giải: a) Do ở đây sai số tuyết đối đến hàng trầm, nên các số từ hàng nghìn tr 
lên là đáng tin. Vậy các chữ số đáng tin ở đây là : 5, 2, 3, 4, 7. 
b) Cách viết a dưới đạng chuẩn là : a = 52347. ¡0` 
€) Sai số tương đối của a thoả mãn : 
210 


ð(a)=———————— = 0,000004 = 0,0004% 
52347423 


Ví đụ 2. Kết quả phép do chiều đài một quãng đường có độ chính xác là 0,32m 
với đụng cụ do bảo đảm sai số tương đối không vượt quá 0.2%. Tính độ dài 
gần đúng của quảng đường đó. 


"HH. 2Ä = 4 0.32 
Giới: Theo công thức ð(A) = r9 =3 axc®S = ——— =1600(m) 
lai ŠGU — 0.2% 


Ví đự 3. Dùng máy tính bỏ túi hoạc bảng số tìm giá trị 7. Làm tròn kết quả 
nhận được đến chữ số thập phân thứ tư và ước lượng sai số mắc phải 

c 
Giải: Dùng máy tính bỏ tú: tà có. ]/7 = 1,62657656169., Làm tròn đến số thập 


phản thứ tư ta được Ÿ7 -1.6266 với Aa < 0.0001 vì I.6265 < Ÿ7 < 1.6266 


II. BAI TẬP 


3.1. 


3.2. 


3.4. 


8.5: 


3.6. 


II. 
3.1. 


32. 


Viết số gần đúng sau dưới dạng chuẩn 

a) = 462632 với Aa < 312. 

b)= 324347623,4 với độ chính xác h = 1234. 

c)a= 51,342 với Aa < 0,02. 

Cho sở e = 2.718281828459045... 

a) Viết pần đúng số e theo nguyên tác làm tròn với bốn, năm chữ số thập phân 
và trớc lượng sai số mắc phải. Trong mỗi trường hợp đánh giá sai số tương đối. 
b) Viết số e dưới dạng chuẩn có 3 chữ số đáng tin, có 10 chữ số đáng tin và 
ước lượng sat số mắc phải. 


. Ước lượng sai số tương đối trong các trường hợp sau : 


8) Á, Š34 và a= 4234422: b) Á, < 24 và a = -4234 
€)A¿ S001 và ä =3.14: đ) A.=0.1 và a= -4.6 
Tính sai số tuyệt đổi của các sỏ gản đúng với 


a)}ồ(n)= 3% vàa = -542; b) ð(a) = 0,1% và a = 1425 

c)ð(A)= I# và đ= 627; đ) (a) = 0.2% và a = -428 

Khi đo chiều đài của một đoạn đường ta được s = 2457 + 0.5 (m). Xác định các 
chữ số đáng tín của š và viết s dưới đạng chuân. 

Theo số liệu thống kẻ dân số Đồng bằng sóng Cứu Long nam 2004 là 
17076123 người với chữ số từ hàng trăm trở lén là đáng tin. a) Hãy viết số đó 
đưới dạng chuẩn 

b) Lớc lượng sai số tương đối và sai số tuyệt đối của số gân đúng đó. 
(ArsB)¬5C=Ø 

(AO2B)nC=C 


HƯỚNG DẪN GIẢI 
a) a=462.10” ; bì a= 32435.10' : c)a = 51,3 


A 
a)e =2/71823 với A, <0,0001 ; ð(e)= —*=< ko Sước <0.005% 
e© 2/7183 


e =2.71828 với A, <0,00001 và ð(e) < 0.0004% 


b)e= 2.72 với A, < 0.01 và ð(e) < 0,37% 
e=2.718281828 với \„ < 0.000000001 = 10 ” và ð(e) <0.37.10 1% 
4.3. a) 0.0006% > ð(a) ; b) ð(a) < 0,57% ; 
€)ð(A) < 032% ; đ) ð(a) < 2.2% 


3.4. Theo công thức ð(\) = R <» Au = lal.ð(a). Vậy tà có : 
la 


a) Á¿ = 16.26 : b) F425: c) 0,27; d) 0.856 
3.5. Các sỏ đáng tín là : 2, 4, 5, 7. Dạng chuẩn s = 3457. 


3.6. a) 17076100 người : b) A¿ < 100 ð(a) < 0.0006% 


§4. CÁC HỆ ĐẾM 


I. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


T 
Tuy không nàm trone chương trình bắt buộc. song các học sinh từ khá trở lê 
nên biết do tính thực tiễn của các hệ đếm. Hệ đểm ta sử dụng hiện nay là hệ thậ 
phân, song trong thực tế còn sử dụng một số hệ đếm khác. nhất là hệ nhì phân 
hệ bát phân và hệ l6 phân. 
1. Mỗi số tự nhiên a z 0. với một số nguyên g > Ï tuỳ ý, đều viết được mòt các] 
duy nhất dưới dạng : 

Ù 
+... +4|g +, 


trong đó Ö < a¡ < g—1. an Z0. 


Khi a có biểu điển như vậy, ta viết a = ... và nói đó là cách ghi số ¡ 
trong hệ ø - phản. Trong hệ thập phân (g = 1Ø) ta không cần viết số IÔ ở đưới. 
2. Để biểu diễn sỏ tự nhiên trong hệ g - phân ta cần dùng g chữ số. Để biểu diễt 
xổ tự nhiên ¡ä trong hệ & — phân, ta thực hiện phép chia liên tiếp a và các thương 
nhận được cho ạ. 

3. Để đổi sở tự nhiên trong hệ g - phân sang hệ h = phân, ta đổi số đó sang hị 
thập phân và đổi từ hệ thập phân sang hệ h = phân. 


4. Việc thực hiện các phép tính trong hệ g -- phân cũng tương tự như trong, hi 
thập phân (đặc biệt trong hệ nhị phân sẽ dễ đàng hơn nhiều). 

Để cộng hai số bất kì trong hệ ø - phân, ta đặt phép tính như trong hè thập phân 
cộng các cột từ phải sang trái và nếu có tổng lớn hơn hoặc bằng ø thị phải nhé 
sang cột trái kể bên Ì đơn vị. 

Để nhân hai số trong hệ nhị phân ta chỉ cần thực hiện các phép dịch chuyển vì 
phép cộng (vì ta có bảng nhân :0x0=[x0=0x1=0;1x1=l1) 


l4 


TVL a¡ 1. Biểu diễn số 34 trong hệ nhị phản và trong hệ bát phân. 
(Giai 


“Ta cự 344 2 
0 
b 
100010; 
Lễ 
34 § 0 
2 ‡ 
> 


Vậy 4= 42g. 


Ví đị2. Đổi số 1110112 sang hệ tứ phân 


.g, S 4 3 
Giải.Đúi súng hệ thấp phân ta có : L110112=2Ề+2'+22+2+2”= 59 


Đổi # sang hệ tứ phân tá có : 


5D) 4 


3 l4 |4 
3 3 4 tức là 59 = 3234 
3 0 


Vậy II0112= 3234 


Vdu3. Thực hiện các phép tính sau trong hệ nhị phân và kiểm tra lại trong hệ 
thâip mân. 


a4)ITOI+TIIT: b) 11110 x 110 
Giai 
a)  HIÖI Kiểm tra lại trong hệ thập phân ta có : 
§ 
CN, 29 + 15 = 44 và 101100; = 2) + 2Ÿ + 2” = 44. 
10100 
Vậy kết quả của phép công là đúng. 
"L9 Kiểm tra lại trong hệ thấp phân ta có : 
` 110 
—————¬ 30 x 6 = I80 
C000 - 3 
£I1Đ Đổi kết quả sang hệ tháp phân ta được 
5 
lần 2 +27+2 +2 = 128 + 32 + 16 + 4= 180 
101 11100 Vậy kết quả phép nhân là đúng. 
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II. BÀI TẬP 

4.1. Biểu diễn số 39 trong hệ tam phân và ngũ phân 

4.2. Biểu diễn số 323 trong hệ 12- phân 

4.3. Đổi số 111101; sang hệ tam phân và thất phân (7--phân) 

4.4. Thực hiện các phép tính sau và kiểm tra kết quả trong hệ thập phân 
a) 10101012 + 1110112: b) 111111; x 1112 
€) 231024 + 320104: d) 342s + 31023; 


II. HƯỚNG DẪN GIẢI 
ÁAl1I.Tacó 39 [ 5 


`". 
hư. 


Vậy 39 = 124; 
4.2. Để biểu diến trong hệ 12-phân ta phải dùng 12 chữ số. ta đã có 10 chữt số tỉ 
đến 9, ta quy định chữ số A = I0 và chữ số B = II. Ta có : 
33 |12- 
II 2% [|[12- 
#5 3 lấy 
0 


3 


_ 


Vậy 323 = 22B\a. 
4.3. Trước hết ta có ; III1012 =6] 


Đổi sang hệ tam phân ta có : 


6 |3, 
lu j 
2 5 |1 
2 
2 


Vậy 61 =202la. 


Đổi sang hẻ thất phân 6I Hị 
5 § 7 
1 l 7 


Vậy 61 = 1152. 
Như vậy : 111101; = 20213 = 115; 


4-4.40— 1010101 


[IIUI] 
T 1010000 ' €) hệ thập phản ta có 8Š + 59 = 144 
b) THIIII 
III 
“THỊN 
IIIIII 
IIIII] 
110111001 Ố hệ thập phân ta có 63.7 = 441 
€) Thực hiện trong hệ tứ phân ta có : 
23102 Kiếm tra lại trong hệ thập phần tá có : 
32010 722 + 900 = 1622. 
T112 


Ngoài ra 1211124 = 1622. Vậy kết quả là đúng. 

d) Tái số hạng cho trong hài hệ đếm khác nhau. Để thực hiện được phép cộng 
ta chuyên vẻ cùng một hế đếm (chang hạn vẻ hệ thập phản). rồi thực hiện phép 
công. lì có 


¬ 3 
342s= 3.5 +4.5+2.5 =75+20+2=97 


3 2 
21023. =2⁄47+1.4)+0442+2.4+3= 587 


% 


Vậy 3423 + 21023; = 97 + 587 = 684 


BÀI TẬP ÔN CHƯƠNG 1 


1. Hãy phát biều phú định của các mệnh đẻ sau và xét đúng sai của các phủ định này 


¬ : ` ` 4 3 2 
)x= 2 là nghiệm của phương trìnhx -3x + 4x” -6=0 
b) Tinh bình hành khong phải là hình tứ giác, 


€) ÌX! wy€c RÑ:3X-5+2y=y. 
3 
đ) Jxc (0;5):(x- 6)(X +4x- 5)=0 
e)3 ⁄2 là số hữu tị. 
2. Lập các mệnh đẻ P -› Q và mệnh đề đảo của mệnh đề đó, xét tính đúng sai 
của chúng trong các trường hợp sau. 
a)P=: “Tứ giác là hình thoi", Q = ”Tứ giác là hình bình hành” 
b) P= "Phương trình bác hai có hai nghiệm phân biệt” ; Q = "Phương trình bậc 
hai có biệt thức đương”. 
3. Cho tập hợp A = {a, b.c, đị 
a) Hãy tìm tất cả các tập con của 2. Chúng 
b) Hãy tìm CB. trong đó B= {b. c} 


— 


¬————— h 
| AI HỌC QUỐC GIÁ HÀ † 


'J€G ME THÒNG TÌN THỰ Ý 


Lle/|fU6 „ 


trì 


6. 


Xác định các tập sở sau và biểu điển chúng trên trục số: 
a) IR, VỊ-I:7|:B)(—8: 10)0/1[7:12]¬[-4 : 8] 

c)( 2;10)0+2(:11)12(13: 14):d)(<1;3)C2|4: +2) 
t= 431.0416382 với độ chính xác l5 


a) Xác định các chữ số chắc của a. 


Cho số gần đúng 


b) Viết a dưới dạng chuẩn. 

€) Ước lượng sai số tuyệt đối và sai số tương đối 

Khi đo một ngôi nhà cao tầng tà được số gần đúng a = 342.53 + 0.12 0m), Í 
tước lượng s1 số tuyệt đốt và sai số tương đói của a, 

Đổi 474 sang hệ nhị phân 

Thực hiện các phép tính sau ở hệ nhị phần và Kiem trẻ lu ở hệ thấp phản. 
a) TIIIIIT + TIOTH; B) IOITT x TI1Ó1. 


;„ ĐÀN GIẢI 

a)x= -2 Nhỏng phải là nghiệm của phương trình x 3K +ẦN 6= 
Mệnh dẻ này dúng. 

b) Hình bình hành là hình tứ giác. Mệnh đẻ dúng. 

c€)Vxe ÍR, lyc E :3x 5+2vzy. Mệnh để đúng 


đ)Vxe (0;5):(x 6(xỶ +3x Š5) Z0, Mệnh đề sai 

©)3— V2 là số vô ti, Mệnh để đúng. 

a)D ->Q= "Nếu tứ giác là hình thoi thì nó là hình bình hành” Mệnh de dú 
Q->P Nếu tứ giác là hình bình hành thì nó là hình thói”. Mệnh de sài 

b) P -> Q= "Nếu phương trình bậc hai có hai nghiệm phần biết thì nó có È 
thức dương”. Mệnh dẻ này dúng. 

Q->P= "Nếu phương trình bậc hai có biết thức dương thì nó có hai mehi 
phân biết ”. Mệnh đề đúng. 


a) Có T6 tấp con (tự hệt kế): bị CAB, = {a, dị 

8Ñ, ME 1:7]=[7:+#): b)(-8: 10) fx[7: 12L 4:8|=[7 :8) 
c)(-2: 10)012(4; 11012013; 1) =(2: 11012013: 4): 

đị( T3) !{4: +2) (HS tự biểu điện trên trúc số) 

a) Số a có một chữ số chác là : + 

b) Dưới dạng chuẩn ä = 10: c) A # L5 và ðGU < 3/4856, 

Á¿ <0/12 và ð(4) < 004% 

Đổi 47g = 39 = 1001112 

a) Ở hệ đếm nhị phân có kết quả : 10011010. Kiểm tra ở hệ thịp p3ân 
127+ 27= 154 (đúng). 

b) Trong hệ nhị phân ta có kết quả 100101011. Kiểm tra ở hệ thấp phiá : 2 
13 = 299 (dúng). 


C?HƯANG II 


HÀNM SỐ BẬU NHẤT VÀ BẬP, HAI 


§1. HÀM SỐ 


L. KIÊN THÚC CÂN NHỚ 
NMớt 5 Kiến thức dưới đây đã được biết ở các lớp dưới. học sinh cẩn củng có 
lại 


à am những bài tấp có tính năng cao hơn, 
E. MỸ hàm số có thẻ được cho bàng bón cách sau : Bàng bảng, bảng biểu đó, 
bảng ông thức và bảng do thị, 
Khi hm số dược cho bàng công thức mà không chỉ rõ tập xác định thì tì quy 
tước tộ Xúc định D của hàm xố v = f(x) là tập tất cả các số thực x sao cho biển 
thức [š) có nghĩa. 
2. Hầt số ý = ECvI được gọi là đồng biến (hay tạng) trên khoảng (ì : b) nếu 
VNI. (A:bJ:xịy <xs >ÍE(XI) < ECxạ). Điệu này tương đương với 

f(Xj)~ (ý) 

=->(,Vx,.X, c(4:b),X. #X+v 

Ẫ k | I 3 
XI—Xs 


3. Hàn số ý = EX) được gọi là nghịch biển (hay giảm) trên khoảng (a ; b) nếu 
VNq,x £ (A:b1: XI < xã thì f(xJ) > ECx;) hay 
[N4 )— F(Xs) : 
— <,VNI. Xị €(Aý b), Xị # X; 


4. Kết đc Khảo xất chiếu biển thiên của một hầm số (tức là xác định các 
khoảng long biến và các Khoảng nghịch biến của nó) thường được cho trong 
một bán gọi là 1 


& ví 3 D Sen ssnfEECa T 2jAng 
bàng biến thiên, với mũi tên đi xuống chỉ là “giảm” và mũi lên 
đi lên c|: |: "tin 


mọi là hận số chân nếu xe thì 


ã. Hiầm ð [is với tập xác định ]) được 


X€TvAfC x) = Ex) Đồ thị của một hàm số chân nhận trục tùng làm trục 
đói xứng 


6. Hầm ð ¿ - ECv) với tấp xác định D được gọi là hàm số lẻ nếu x e D thì 
xX€Di[C vì = 1x), Đồ thí của một hàm số lẻ nhận góc toa độ làm tâm 


đối xứng 


Ví dụT. [heo niên giám thống k 


Š năm 2004 tà có biểu đồ sau (h.1) biểu thị 


đân sỉ trìng Bình phán theo giới tính của nước ta quá Š năm, Còi f(x) biểu thị 


SỐ nan. t(x) biếu thị số nữ. Qua biểu đồ 
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li: Nam giới 


Nữ giới 


2000 2001 2002 2003 2004 Năm) 


Hình † 
a) Tìm tập xác định của cả hai hàm số f(x). g(X). 
b) Tìm các giá trị g(2002). f(2004) và nêu ý nghĩa của chúng. 
c) Tính các hiệu f(2003) - f(2000), g(2004) - g(2001) và nêu ý nghĩa của chún 
đ) Tính ø(2002) + f(2002) và nêu ý nghĩa của nó. 
Giải: a) Tập xác định của cả hai hàm số f(x). g(x) là 
D= (2000. 2001, 2002. 2003, 2004] 
b) g(2002) = 39.2. Số nữ giới năm 2002 là 39,2 triệu người 
f(2004) = 41.7. Số nam giới năm 2004 là 41,7 triệu người 
€) [(2003) - f(2000) = 41.1 - 39,5 = 1,6. Số nam giới năm 2003 nhiều hơi 
nam giới năm 2000 là 1.6 triệu người 
g(2004) - ø(2001) = 40,3 - 38,7 = 1.6. Số nữ giới năm 2001 ít hơn số nữ; 
năm 2004 là [6 triệu người 
đ) g(2002) + f(2002) = 39/2 + 40,5 = 79,7. Dân số nước tà năm 2002 là ? 
triệu người. 
Ví dự 2. Tìm tập xác định của các hàm số sau 


5+2% : =. 
a) ft) =~  —¡ b) f(x)= V3 4x 
x“—=3x—18 
I 
——= xe 3-2 —— 
e)f(x)=4x~3 : đ) fx)= —^= + M2-x 
vŠ5-x.x<4 kh 


Giải: Các hàm số đều cho bởi cỏng thức, nên theo quy ước ta có : 
a) Vì trong biểu thức của f(x) phải thực hiện phép chia, nên hàm số xác đ 
với mọi x thoả mãn x 3x-18z0<3xz- 3vàxz6(Vì x 3x- I8 
l* =-¬3 
==) : 
|x=6 


Vậy tập xác định của hàm số là D= ïR XỊ-3: 6]. 


b) Đề thực hiện được phép can bậc hai phải có 3 - ‡x>0<3 x: d” Vậy tập 


8 ` h [ 3Ì 
xác định của hàm so là D= |2: —| 
- \ 4/ 
€) Hầrn số được cho bởi hai công thức trong những khoảng khác nhau, tà hãy 
xet từng khoảng một. Hậm số xác định với mọi x > 4 vì 3 £ [‡; #z). Mặt 
XS _ " ...-. ¬ é š „„Ä 
khúc, với mọi x < +, biếu thức VŠ- x đều có nghĩa (do Š - x >0 <3 x< Š mà 
4<). Vậy tập xác dịnh của hàm số là D= l8. 
đ) Hàm: số đã cho f(x) được xác định với mọi x thoả mãn 


Íx#+~2 [xz-2 
$ c> 
|2-x>0— |x<2 
Do =3 < (<z:; 2], nên tập xác định của hàm số là D= (-# ; 2]V{-2] 
Ví dụ 3. Trên các khoảng đã chỉ ra, xét tính đồng biến và tính nghịch biến của 
các hàm số sau : 


8) Í(X)=~2x + 8 trên 


—~, trên các khoảng (=Š ; =4) và (I ; +) 
‡ 
› 

€)f(X)= 2x” + 4x — l, trên các khoảng (—z ; -2) và (0; 3). 

Giải: a) VNI, Xà € ÍÑ và xỊ < X: tạ có f(XỊ) — Í(xạ) =—2Xị +8 -(—2xị+8)= 

=—1(XI - xa) > (Vì xỊ < xạ © XỊ — Xạ <Ô), hay f(X) > (xạ). Vậy, theo 

định nghĩa hàm số nghịch biến trên TÈ. 

b) VNI, Xã CN Và XỊ Z Xạ Và XỊ, Xạ #~2 tả CÓ: 
D x 2-x, 2—X 4(x;y -X,.) 
f@)=fx¿)=——|-~——2Š=————k.. 

- xXị†2 X;†+2 (Xị+2\(X;s+2) 
: f(&v}— [{X+} 4 
Lừ đó Ị ˆ =— —= (*) 
(X, X;) (xị +2)J(X; +2) 


“Tạ thấy VN, xạ 6C-§: -4) và XỊ # Xạ 
4 

———=————<0 

(XỊ £2)(X; +2) 

Vixi+2<- 4+2<- 2<0 và tương tựxy+2<0 


Vậy hầm số nghịch biến trên (—Š ; 4). 


f( 
Trên khoảng (Í: +2) từ (#) có — 


(Vixr+3> 3 và xạ +2 > 3% Ú) 
Vậy hàm số cũng nelhich biến trên (Ì ; +2). 
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€) VXI.Xạ € lR và XxỊ# Xạ ta có 
ÍXJ)-ÍX;) — 2K7+4Ky~I<(X) + 4xy—I) 
2, —=_-= ————— =1) +8 
XỊ — Xa XỊI—X: - 
Tiên khoảng ( -# : 2) có : 2(xị + xa)+ 4< 2(-2 ~ 2) + 4= <0 hay 
fXị) — ÑX;) 
——" —=——< 


Vậy hàm số nghịch biến. 
Huế: f(XỊ) — (X:) 
Trên khoảng (0: 3) ta có —_— 2(xi+X;)+4>4>0 
= ra 
I 

Vậy hàm số đồng biến trên (0; TR 
Ví dụ 4. Xét tính chân. lẻ của các hàm số sau 

Ẳ 3 

& E b X =¿ ¬ 2 

a)fx)=2x  +Šx: KỆ À6 | h €)Ï[(X)=X ”=X, 


Giát: a) Tập xác định của bàm số f(x) là D= I8, sói nếu x € thì -x e 

3 
Mặt khác f( x)= 2.(- x} +Š(_-x)=-2x -5x=-(2 ` +5x)==f). Vậy I 
số đã cho là lẻ. 
b) Tập xác định của hàm số là D= l8 \{~2], nên rõ ràng 2 6 ID, nhưng -2 ø 
Hàm số không chân cũng không lẻ. 

cÌ 

€) Dễ thấy, D= I*, nên nếu x e D thì -x e D. Ngoài ra. f(-x)=(-X)” 
= xÃ + x. Từ đó, f(-x) z f(x) và f(-x) # - f(x), do đó hàm số đã cho kh 
chân cũng không le. 


II. BÀI TẬP 

1.1. Theo Niên giám Thống ke 2004 ta có bảng sau đây vẻ sản lượng thuỷ sản 
nước ta được chỉa ra theo khai thác và nuôi trồng qua TỔ năm từ 1995 đến 20( 

Đơn vị tính h nghìn tấn 


Nuôi trồng 


1996 
-19097- 
-1908. 

l 900 


2001. 
_2002 
| 2003 | 1856, 
— 2004 — _1022.9 


Cú f(x) và ð{x) là các hàm số tương ứng biểu thị sản lượng thuy sản khai thắc 
Vũ HHỚI HrONE CUI HẠNH] X. 


2Ð [la tìm tập xác định của các hầm số này. 

b) Tìm các giá trị fL1997), 2001), p(2003) và nêu ý nehĩa của chúng. 

@ Tầm các hiệu f(2002) -f(1995): e(1996) — ø(1995) và nêu ý nghĩa của chúng. 
đd) Tìm các tổng 1998) + ø(1908) : 2004) + g(2004) và néu š nghĩa của chúng, 


1⁄2. Tra tp giá trị của các hàm số sau 
4 n 3x— 4 " 2~X 
a)Ìllxi=-x +3x-2: B)ftx) — c)Ítx)=—— 
(3~2x)(x +5) x+7 
WxX-2 ` ¬ng—- y 
ll) i4) ————~ † €) f(X)=v2x+7—vX=l+v6~% 
X ~0N+Ä 
|Gx+l ` (= 
: : —— Với x>0U Jd5 ìvới x>] 
1..3. Cho các hầm số f(x)= 4 x+2 ¡ 8(X)= = 


1.4. 


J 
| ': | 4-x với x< 
|3x-x” với x<0 M4-x vớix<l 
ï .... TT. lượn 

h(x)=5x +2x— Ï; n(x)=-—x” +1-v2x-Í 


Hãy tính các giá trị sau : 
KV. : I | 5 
f(0),f(3):f—1): ø(0): e(®): g(—5) ; h(3): h(0); h su rHỈ = 


Xét tínF dong biến, nghịch biến của hàm số trên các khoảng được chỉ ra : 
¬ 


a)Í{X)= 7x + 1Ú trên lR : b) f(x) trên (4: 7) và (-10; =5) 


xtd 
3 


€)fX)= x7 +6x+ 2 trên (0:2) và (4; 7) 
Xét tính chân lẻ của hàm số 


hở 


AÐ X)= VŠ: b)f(x) = 3x =9 : €) [(Xx) `ÊDc) 


Ầ 


d)JÍX)=x — Ấx: e)(X)= 
K-2 


HH, HƯỚNG DẦN GIẢI 


11. 


a) Tấp xác định của cả hai hàm số là 

D= (1995. 1996, 1997, 1998, 1999, 2000, 2001, 2002, 2003. 2004] 

b) f(1997! = 1315.§: tức là năm 1997 sản lượng khai thúc thuỷ sản của nước ta 
là 1315.Ñ nghm tần. 


^LŠ _ sản lượng khai thác thuỷ sản năm 2001 là 1724.5 nghìn tấn. 
82003) = ¡03,1 — sản lượng nuôi trồng thuy sản năm 2003 là 003.1 nghìn tấn. 
€) 2003. 11995) = 1802,6— 1195, 3 = 607,3 - sản lượng khii thác thuỷ sản 
năm 2002 nhiều hơn so với năm T995 là 607,3 nghìn trần. 
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12. 


1.4. 


8(1996) - g(1995) = 423.0 - 389.1 = 33.9 - sản lượng nuôi trồng thuỷ š 
năm 1996 nhiều hơn so với năm 1995 là 33.9 nghìn tấn. 

f(1998) + g(1998) = 1357.0 + 425.0 = 1782.0 - tổng sản lượng thuỷ sản nã 
1998 của nước ta là [782.0 nghìn tấn. 

f(2004) + g(2004) = 1922,9 + 1155,6 = 3078.5 - tổng sản lượng thuỷ sản nã 
2004 của nước ta là 3078,5 nghìn tấn. 


a) Ñ: b) BA|Š, St: c)RW-?7]: 


vi 


` 
đ) Hàm số xác định với mọi x thoa mãn : x - 2 > Ú và x” - 6x + 5 z0, tức là 
>2vàxzlvàxz-5: hay x e(2:+Z)V{5SJ:e)[L: 6] 

6.3+[1 19 


‹ f0=4p „60 2=ð; ñI<S”  =Š ýR~I=3/- << =-4) 


3+2 5 


g(0) =V4-0=2 :g(4)= V5.4- 3=VL7 :g(-5)= j4—(-5) =3 


4 
h3) = 5.3” + 2.3 ~ 1 =50; h(0) =~l; NHI "H 


: ễ 
s(2]-{$) rÍ ng, 
5) \ẽ 2 4 4 


a)VXI, Xạ € l, xI< X¿ ta có 
(Xi) = (xa) = 7XỊ + IŨ = (7x; + 10) = 7(XỊ — xạ) <0, 
hay f(xị) < f(x;). Vậy hàm số đồng biến trên ÏÈ. 
b) Vxq, xa € IRFV{- 4], XịZ X: ta có 
f(x,)— xạ) 
A=— : 


v œ ! 4) CS; Ý 4đ - Xs (ị 1 4Œ; 3 4) 


® Trên khoảng (=4 ; 7) có A > 0 hay hàm số đồng biến (vì xị + 4. xạ + 4 di 
dương do xị, xạ > -4). 

* Trên khoảng (-10 ; =5) cũng có A > 0 hay hàm số cũng đồng biến (vì trí 
khoảng này xị + 4 < -Š5 + 4< - I<(U. tương tự xạ + 4 <0, suy ¡ 
(x; + 4)(xạ + 4) >0 như tích của hai số âm. 


€)VXI,Xạ € lÑ và XỊZ Xa tả CÓ 


TC 3 3 
f(xị)~Í(X;) —Xj +6Xi+2-( X3 +ŨX; F2) 

A=—————~ ~ ———— ¬. - 
XịiT—Xa XIN; 


L5. 


L. KIỂ 


(vị X3)76(NI X;y) [-(NỊ tX) + 6UNI Ka1 
5 “ ¬ 6 (XỊ + Xy) 


ÄI Xà Xị DM) 


* Trên (0: 2) ta thấy 2V > Ö vì trên đó 
Xi+Xxa<2+2=4và6- (xị+xa)>2>0. 
Vậy hàm sở đóng biến 
® Trên (4:7) ta thấy Á < 0 vì trên đó 6— (xI+ Xs)<6 -(4+4)= -2<0, Vậy 
hàm số nghịch biến 
a) chàn ; b) không chân khong lẻ (3 = D nhưng -3 £ D); 


€) llàm số là một hàm số lẻ (Ð =RV{0TI và f( x)= -f(x) 


d) lẻ f(<x)=(Cx) - §C x)=-X +Š5X)= ÚC -5x)=-f(N)), 


e) Không chân khỏng lẻ (=2 © D nhưng 2 # D). 


§2. HÀM SỐ BẬC NHẤT 


N THỨC CẨN NHỚ 


L. Ta nhắc lại một số vấn để về hàm số bậc nhất y = ax + b (với a # 0). 
Tập xúc định D= lR 
Bảng biến thiện 
a>0 a<0 
X  l|-Ở +ử X 


lÌ 
| | 
` | P ` 
| +Z . › 
| : ` ý | NA ° 


® Đo thị là một đường thàng không song song với các trục toa độ và có hệ 
số góc là a, Llíc là nó song song với đường thàng ÿ = AX, 


M 


® le về đương thang (đó thị của hàm số ý = ax + b) chỉ cần xác định hai 
điểm khác nhau của nó. 


2. Hàm số hàng ý = b có tập xác định D 
Hầm sö hàng là một hàm số chân. 

Đo thí của hàm số hàng là một dường thàng song song hoặc trùng với trục 
hoành và cát trục tụng tại điểm (0; bị). 

3. Hãm số y = IXI có tập xác định D= Í : hàm số đó là một hàm số chản. 
Hầm sẽ nghịch biến trên (=2; 0) và đóng biến trên (0; +) 

4. Hầm số ý = lax + bị (á z 0) tuy không có trong chương trình, nhưng các 
học sinh khá giối nên biết, 


Tập xúc định của nó là D= Í&. 


Ta có thể viết: y = s 
| : b 
|=ax - b Với X« 
| a 
Bảng biến thiên 
| b +# 
X | 3+ -* S 
") 
| R Sân Hình 3 
¬ NN „⁄ 
| `...” 
Ỉ 


Đồ thị của nó cát trục tung tại điểm (0 : lbl), cát trục hoành tại điểm | —¡0 | 


LÚC, 


và được thẻ hiện trên hình 2. 


Ví dụ 1. Biết dường tháng dị qua hai điểm P(1 : 2) và Q(—1 ; - L) và có phươn, 
trình dạng y = ax + b, viết phương trình và vẽ đường thang đó 

Giải: Vì P(I ; 2) và QC-T : —T) năm trên đường 
tháng có phương trình y = äx + b nên ta có hệ 
phương trình sau đối với các ẩn cần tìm a và b: 


3 
2=a.l+b a+b=2 .. 
: <>» ị : = 2 
=l=a(~l)+b ` |Ea+b=-l | 
be 
2 
Vậy đường thẳng có phương trình 
3 I 
—Xi 
~- 2 


Đồ thị của đường thắng trên hình 3. 
Hình 3 

Ví dụ 2. Viết phương trình của đường thẳng y = ax + b được thể hiện trêr các 

hình sau : 


Hình +4 Hình Š 


Ki b2 càng : : I 
Giai: (0 Theo hình -Ê đường thang di qua hài điểm MT : T) và x E2 ` 


Vì đường tháng có phương trình đạng v = áx + b, nén có hệ sau 


l anh là È 


2 


TG. s l 
Vậy, có phương trình y Tà, 


b) Qua hình Š ta thấy đường tháng có phương trình cần tìm đi qua hai điểm 
A2, 0) và B(Ó, 1). Vậy tà có : 


|0= -2a+b la cẻ 
ụ b sa" NẾ¬ 
(b-1 


" R : ‹ : l 
Vậy phương trình của đường thang là y = 2x1 I 
Ví đụ š. Vẻ đó thị của các hàm số sau 
_X—l, xe(-s,0) 
xe[6. 3] 


0,5x+2,x€(3; +œ) 


ad) =äA = L; b) v= 


Giải: 

a) Khi x =0 thì v = ~1, Vậy điểm A(Ó: —1) năm trên đồ thị. 

Khi x= T thì y <2, Vậy B(I : 2) năm trên đồ thị, Qua A và B kẻ một đường 
thang, đó là đường thẳng cần vẽ. Đồ thị cần vẽ thể hiện ở hình 6. 


y 
' 
4 
35 h 
3 ‡ 
F 
3 
-Ì 
đinh 6 Hình 7 


b) lầm số cho bởi ba công thức trên những khoảng khác nhau. Ta phải dựng 
đó thị của hậu số trên các khoảng ( 2: : 0). [Ô ; 3] và (3; +2) theo các biểu 
thức tương ứng, Căn lưu ý các điểm (0:1) và (3; 3,5) không thuộc đỏ thị nên 


3T 


vẽ thêm mũi tẻn tại các điểm đó. các điểm (0; 0) và (3; 3) năm trên đỏ thị. Ð 
thị được thể hiện ở hình 7. 


Ví dụ 4. Cho đường thang v = 2x + T, [lầy viết phương trình và c đưườn 
thăng song song với nó có đạng y = ax + b và đi qua điểm 
a)O(0:0): b) B(0: 2). 


Giải: Ô lớp 9 tà đã biết: các đường thẳng song song thì có hệ xö 


boản, 
nhau. Vậy hai đường thang cần tìm đều có hệ số góc bằng 2, tức là phướơn, 
trình của chúng có dạng v = 2x + b. Ta còn phải tìm hệ số b. 
a) Vì dường thăng đi qua điểm O(0, 0), nên ta 
có phương trình 

0=2/0+b-›b=0 
Vậy ta có phương trình y = 3x (h. 8) 
b) Đường tháng cần tìm đi qua điểm B (0: 2) 
nên ta có 

2=0.2+b=>b=2 
Vậy đường tháng có phương trình : y = 2x + 2. 
Đồ thị được biểu diễn trên hình 8. 
Ví đụ 5. Vẽ đỏ thị của hàm số 


2, Xe] 
~—l,x<] 
Giải. [làm số được cho bởi hai công thức 
trên hai khoảng khác nhau. Trên mỗi 
khoảng hàm số là hàm số hàng và có đỏ thị 
song song, với trục hoành. Ðö thị thể hiện ở 
hình 9. Cứ ý : điểm (1: -1) không thuộc 
đỏ thị. 
Ví dự 6. Khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số Hình 9 
a)y=l2x + 3l + 2x; b) y =lxI+ Ix — II. 
Giải. Đầy là các hàm số chứa các giá trị tuyệt đối. Để khảo sát và về dỏ tthị của 
chúng ta khử các dấu giá trị tuyệt đối dựa vào định nghĩa. viết biếu thức củia tàm 


số trên các khoảng tương ứng. Tập xác định của các hàm số trên là Í= 
: 3 
2x+3., với x> 5 
a) Vì |2x+3| =4 ' nên ta có thể viết: 
~2x- 3, với x<-—- 
5 
\ 2 
% ;: ki [ 3 3 
2xXx+3+2x, VỚLX# J#x +3, với xX»> 
2 2 
Y= “ hoặc y=4 , 
| : 3 : & 3 
Ậ+2X, VỚI X< |=Ä,  vớig«< 
| 2 ( 2 


Bang biến thiên 


| Ỷ 
KP Ì - 
| " 
| 
| : +Z 
v không doi NI  Ê 
| ` 
£)u thí trên hình 10. 
tic x4, vớix>0 - 
bì Tà có |x|—- 4 % và 
|=x với x<0 


Í4-1, vớix *l 
TH: l Hinh Từ 
|-x+l., với K<l 


Vậy tà phải chía trục số thành bà khoảng :( 2 :01;(0; 1]và( 1: +2). Từ các 
công thức trên ta có 


lo Ll,Xe€(-=œ:0) 
l. xel0:1) 


2x~l, xe|l: +ea) 


Bang biến thiện 


X ⁄ ũú I +ở 


Ị 

| 

| +#Z +7 
3 | ẢNNG không vỏ 

| | 


I đói 


Đo thị trên hình 1. 


§ : Hình TỊ 
II. BÀI TẠP 


2.1, Viết phương trình và về đường tháng biết nó có dạng y = ax + b và đi qua hai 
điểm: 
aA(;0)và (2:1): 
bìM(-1:2) và N(0: 1); 
l ` 
:M2): 


5 


c)P(t:V2 )và Q( 


d)R(/2 :1) và S(:0). 
2.2. Viết phương trình dạng y = ax + b của đường thẳng trên hình vẽ sau : 


29 


Himh †2 
2.3. Vẽ đỗ thị của các hầm số sau 
A)y=x- 3: b)y=2-2x; c]y=“x+ 
I—2x, xe(-=:—-l) 
[x+ 3.xe(-=:0) 


đd) y= 
2x—l,xe|0:+>=): 


e) y=& xe€[-I:2| 


0.5x—l,xe€(2: +=) 


kẻ 
*> 


Cho đường thàng v=—x + 3, Viết phương trình dạng v = ax + b của các đườm, 
thắng song song với đường tháng đã cho và đi qua các điểm 
ƒ 3 
M (0:0): bNG:~): cìP@:-2) 
Vẽ các đường thang trên trong cùng một hệ toa đó. 
- Tìm các cấp đường thang song song trong các đường thang sau 


ãy=3X+5; b)y= 43x: cìv<3§ - ]{ 
l 1 ` 
dy =8 S 6J 'ý= „x12; g)y= 3x 4. 


2.6. Cho hàm số y = Íx- 2l + l2x— IÍ+lx + 1H, Hỏi trong các điểm sau đầy điển 
nào thuộc đỏ thị của hàm số, điểm nào không thuộc do thị của hầm số : 
A(0:2):B10:4):C(-I1:6)0:DL-E:3)0;E@:6) 
2.7. Lập bảng biến thiện và vẻ do thị của các hầm số sau: 


J!zfÿ | 
8) y=lEzxt lÌ: b)=lãx~ Hị 
ác | 
| | |3 3 
c)W Hạ: 2 l5 |: d)y=|=—x l m, IlJ+lx- 2l 
l2 l1 `Ð Ib 


TH. HƯỚNG DÂN GIẢI 

2.1. Từ điều kiện đường tháng dí qua hai điểm tà phải xác định các hệ xố â và F 
trong phương trình, Do toa độ của môi điểm phải thoả mãn phương trình, nên 
ta sẽ có một hệ hai phương trình hai ấn a và b 


Vậy ta có nhương trình y 


1. Đồ thị trên hình L3a. 


đ) 


Hình lÝ 


: n : so, .„. |r# + b=2 a=-Ì 
b) VIM vàN năm: trên đó thị. nên ta có hệ K3 = 


Vậy có phương trình ý =- x + l. Đồ thị trên hình I3b. 


: : ¬ I c 4 ° Ẩủe 
c) Các điểm P(1, v2) và Q( vía M2 ) năm trên đồ thị. nên ta có hệ 


ha b=v2 Ị 

l8 

=›;<‹ni=fÚ =s=Ú =syhbs 2 
_ 


Vậy tạ có dường thang ý = V2, dường tháng song song với trúc hoành (h. Lắc) 
dì Tà có phương trình của cường thắng là y=(V2 + )x- V23 — 1 Đồ thị 
trên hình ' ‡d 

2.2. Ta phải xúc định các hệ số a và b rong công thức  = ax + b dựa trên đỏ thị cụ 


the trong lồi trường họp, 


@) Nhìn trên đỏ thị tà thấy khi x = thì y= 0 và khi x = I thì y= °h Vậy tạ 


Bà l% 


có hệ phương trình : 


| 3 
+ b=0 
Ki sac... Ki ý (vi 
- RSS “ae | và be HC 
5 3 
| W& đc. C— ˆ > _ 
3 


ke 
K 
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+ Ta sẽ vẽ đó thị của bà hàm số a), bì, c) 


- đường thàng ta chỉ căn xác dịnh hai điểm 


s22 


Vậy phương trình đường thàng là v= x+ - 


5) 


6 k 3 
b) Phương trình đường thàng là v = BẦU LÑ 


€) Đường thang đi qua góc Ö (Ô: 0) nên có đạng v = ax, dựa trên đó thị tá tRị 


và : ` » ` ậ 
—„ Vậy đường tháng có phương trìnEhi 


khi x= VỀ thìy= Í vậy a= 
W3 


X 
y=—%X: 
s 


trên cùng một hệ toạ độ. Để về môi 


trên đường thắng đó. Ðö thị của chúng 
được thể hiện trên hình I+1. 


Hình I† 

đ) Hàra số cho bàng hai công thức ứng với các khoảng khác nhau. P)ể vẽ đồ L 
của hàm số ta vẽ đường thắng y = x + 2 sau đó giữ lại phần đỏ thị ứng v 
khoảng (—ø ; 0) ; vẽ đường thắng y = 2x - I sau đó giữ lại phân đồ thị ứng v¡ 
khoảng [0 ; +2). [.ưu ý là điểm (0 ; 2) không thuộc đồ thị. điểm (0 ; -1) thuc 
đồ thí (h. LŠ). 

e) Hàm số cho bảng bà biểu thức trên ba khoảng khác nhau, Để về đồ thị củ 
hàm số ta vẽ ba đường thắng (nét đứt) sau đó giữ các phản đường! thẳng ứt 
L.ưu ý các điểm (-L: 3) và (2 ; 0) không thuộc ở 
thị (vẽ mũi tên) còn các điểm (~l': -1) và (2 ; 2) thuộc đồ thị (h. 16). 


với các khoảng tương ứng 


Hình IŠ Hình l6 


2.4. VI các đường tháng song 


„ 


te 


‹“h., 


xong cụ 
chung hệ se óc, nen các phương 
trình của các đường tháng cạn tìm 


lén có hệ và góc ú 1. tức là có 


phing tình v= xv+nh 
9 Đường tháng đi qua M (0: 0) 
đẻ tucó :Ú = 0+h h=0 
SAv phương trình của nộ là v= x 
(h. I7) 
b)vy= :Xx+ th. 17) 
s 3 
C)w= X XU] 7b Hình }7 
Các đường thắng sone song có các hệ số góc bàng nhàn nên tí có các cập 
đường thàng sau Tà soag song với nhâu: 


R 


3A vày 


M3 ‡ 


Vv=ìx+Švày=3x l:y= 
I : ! 

6 5S24WW=  l4% 
Một điểm năm trên do thu của hầm số Khi và chỉ khí tọa đó ta : b) của nó thoa 
my b = lút: 

Khis=01ncoy(010=10 2I+120- He l0+ H4 

Vậy điểm: B (11 năm trên đỏ thị, còn A (0; 2) Không nam trên đồ thí. 


X 


„= b2 


Khi x tt eóW( lẽ ƒ 20411 *l 1+1 =6 
Vậy đìcm CC T: BỊ thue đó thí, côn DĐ 1: 3) không thuốc do thị 
Klix= 2 thì k2) = 6, suy ra F (2:6) thuộc do thị. 


Để lắp bang biên thiện và vẻ đó thị của 
cúc lim so cho bảng công thức chứa các 
đâu gứi Đ tuyet đối bí khử toàn bộ các 
đâu gui BỊ Đivệt đồi dựa trên định nghĩa 
Về pa trị Hivel đốt, tì sẻ được hàm só cho 
bane hai, bà 
khác nhàn 


công thức trên các Khoảng 


2) 


Hinh F 


l 
| x#l.Nx€(-ez 
3 


I 
X 
3 


Đo thị trên hình T3. [lọc sinh tự lập bảng biến thiên. 


{.xe€(2: km) 


LÍ 
*X. 1.X+| ,Ý8) 
ì 
bị lẩm Í : 
3s 3Í ( 1ì 
N§ 4 luÃ ME 
3) 


Đỏ thị c¿- vinh 19, Học sinh tự lập bảng 
biến thì ái trên đỏ thị. 


€9 Thịc HH ÐBTá VẺ giá trị tuyệt đốt, ta có 


| *x+3z. xel-t+=) 


H l: 
N 
2 | 
X—2.Xxe€(~=;— 4) 
2 
| 
x+l.xe€|-2:+«=) 
l RL 


x—l,Xe€(~=; ~2) 
„ 


2 


L 2# ¡ +2) thành 3 Khoảng : Hinh 9 

L2 tụ | 4: 2)0xã[| 23: +z) 
l.. xe(-e;-34) 

Vậy ý =4X+©3,xe|-4-2) 

k xe|-2:+s) 


Đồ thị được thẻ hiện ở hình 20. Bảng 
biến thiện học sinh tự xâv dựng. 


đ) Đo định nghĩa vẻ siá trị tuyết đốt, có: Hình 


ì Ị2 
X-l,&£€ re 
2 Ầ 


3 2 
x+l,xel|~- ` 
3 | 2 3 
=x+li= 
2 | 5 2 
: x=kxe|=e | 
2 3 
x~2,x€|2:+œ=) 
x—2|= 
x+2.xe€(-ss: 2) 


2) 2 Đila 
„ phải chia trục số thành + khoảng | -: \~=S%= Ỉ tha l2:+ 
3 3 3j\ã 


“Ea có hàm số với công thức cho trên từng khoảng và bảng biến thiên sau : 


4 


3 2 
lš 1uaế|=5 1 
W | #ãâ 
3 
xxeLệ2] 
Ỳ 
X 4. xe|-2:+es) 
| 2 2 
X|-ơ 2 +zZ 
‡ Ỷ 


+#Z 
| % I4 
øÍ 
| T-ä z Hình 31 
| 1w 


Đồ thị được thể hiện ở hình 21. 


§3. HẦM SỐ BẬC 2 


. KIẾN THÚC CẨN NHỚ 


Z 
[. Hầm số bậc hài ý = ax” + bx + c, trong đó a, b, c là các hàng số và a z 0, 
có tập xác định D = #:. 


` h ( b 
2. Đo thị là một đường parabol có đỉnh l| = 


“ủ 


4ì E s ị 
lì nhận đường thủng 
a 


h 


Xe làm trục đổi xứng và hướng bẻ lôm lên trên nếu a > 0 (h. 22a). 
ụ 


xuống đướt nẻu ä < 0 (h. 22B). 


d) Hình 33 b) 


3. Bảng biến thiên. Từ do thí ta có bảng biến thiên sau : 


a>0 a<0 
' Ì 
b 
X | ⁄ = +2 N —ữ + 
Í 2a 
li + A 
vị 1 l Tai g Ñ , rN x 
F 1| 
| lạ |—w ⁄£ 
Túc là: 
Khi a > 0, hàm số nghịch biển trên khoảng (2: ; : ), đồng biến trên 
2a 
: b VN c1 15a xã n1 0771 cung b 
khoảng (-~— ; +2) và có giá trị nhỏ nhất là - — Khi x = - 
2a đa 2a 
2i Ũ 2¡ 
EW ` F b g o2 b 
Khi a < 0. hàm sở dòng biến tren( 2: ). nghịch biển trên ( <— i08) 
“da ~ 
ÑScl 5 ccz Bố ¬- , b 
và có giá trị lớn nhất là - —- Khix= —_—-. 
4a 2a 


: Ề 2 : 
4. Để vẽ dường Parabol y = ax” + bx +c (a z0) ta làm như sau: 


® Xác định toa độ đỉnh Ï Ề _ : .} 


b 


® Vẽ trục đối xứng x = 


* Xác định giao điểm với trục tung (0; c). Xác định giao điểm với trục hoàn 
2 
(nếu có), tức là giải phương trình ax” + bx+c= 0. Xác định thêm một. se 
điểm trên dö thị. 
® Về parabol dựa trên két quả trên. 
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Ví đu I. Khảo sắt sự biến thiện và vẽ đỏ thị của hàm số 


3 2 : 
aqùy=x +#x- 3: b)y=-—x +2V2x+1. 
Giai. a) Tầm số bậc hài có â = 1: b= Evàc = -2. Từ đó : 
EỊ 4 9 : R : 
À=b -$ac=] -4.1{(-2)=9;: - =—„ Vậy, đó thị cua hàm số ý - 
đa 4 
2 s | 9 ` & Ly Ất sứ 
x— 2 là parabol có đỉnh T | : nhận đường x = =\ làm trục đới :ứn‡ 


\é £ ¿ 


và bẻ lõm hướng lén trên. Từ đó suy ra, hàm số nghịch biến trên 


$ cốc call ải II HP SE SẺ ciàn 
đồng biến trên ¬1t9 | và có bảng biển thiên sau 


\ « 7 


ý NNG Ụ 
# 1% “HP 
| »^ ‡ 


€iiao với trục tung tại (0; —2), Để tìm giao của 
do thị với trục hoành ta giải phương trình : 


3 K.¬l : 
| Hình 33 
|w=-ä 


Vậy có hai giao điểm với trục hoành là (1; 0) và( 2: 0). Đỏ thị trên hình 23. 


b) Hàm số đã cho có tập xác định D=R,a= -1,b= 2/2 :c=l, Vậy, 
b 3 A 2 SON xới JE 
đổ tÁ= bˆ—4eg =8 < 44-1) 12: —2-s—— ^— < 3, TH đó, đổ 

2n đa 4.(—=Ú) 


thị của hàm số đã cho là một parabol có bể lõm quay xuống dưới, có đỉnh 
LC/2 :3). nhận dường tháng x = 2 làm trục đối xứng. Hàm số đồng biến 
trên (-#?¡ J2 ) và nghịch biến trên ( J2: +#z), có bảng biến thiên sau : 


bộ œ vã +2 


LIÊN Gx, sến 


Giao với trục tung tại điểm (0; 1). Giao 
với trục hoành tại hai điểm (V2 + V3 ;0) 


và(V3 v3:0). Đỏ thị của hàm sổ được 
thể hien ở hình 34 Hình 34 


+) 


Ví dụ 2. Xúc định phương trình của các parabol y = 3x + bx + c, biết rảng 
thoả mần một trong các điều kiện sau : 

a) Có định là F(I; 3) 

b) Đi qua hai điểm M(0: -2) vàN (2:0) 

€) Có trục đối xứng là x = 2 và cát trục hoành tại điểm (2 ; 0). 

đ) Đi qua điểm PD (2 
Giải, Các parabol là đỏ thị của các hàm số bậc hai có chung hệ số a = -2. Vậy 
trong môi trường hợp ta còn phải xác định các hệ số b và c dựa vào các điều 
kiện cho trước. 

#) Vì đính có hoành độ là I và tung độ là 3 nên ta có : 


3) và có hoành độ của đỉnh là 3. 


= 2Ì in lnc= — sl<+b =4 
đã 2-2) 
-4(-2)c 
—2-~3, tức là ——- mm 
a 4(-2) 


Ki 
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" 
<> 16+ 8c = 24 ->c= 1. Vậy. có phương trình y= -2x” + 4x + I 
b) Vì M.N năm trên parabol nên toa đỏ của chúng phải thoả mãn phương tr 
của parabol, tức là : 
2 
2=(-2).0 °+b.0+c=sc=-2 


5 
0=(-2).2” +b.2+c =0 = -8 + 2b~- 2 =› 2b = -l0 => b = -Š. 


5 


Vậy phương trình của parabol là y=-2x”- 5x - 2. 


€) Vì trục đối xứng của parabol có phương trình x 2, + BỀN tả CÓ 


“d 


3) =2 =>b =8. Mạt khác, parabol đi qua điểm (2 ; 0) nên ta có 


2 vị 
-2.27+8.2+c=0->c=-8. Vậy, ta có y=~2x” + 8x —8. 


ø 2 s 
đ) Vì parabol đi qua điểm P(2: 3), nên tacó -22 +b2+c=-3 Ứi 
5L Quốc No 4N 4U b 
Mặt khác. hoành dộ của dỉnh là 3. tức là -——=3,hay - ————-3=»b= 
2a ` 2.2) 


z 


ay b 


Ví dụ 3. Viết công thức của hàm số bặc hai dựa trên đỏ thị cụ thể của nó trc 
các trường hợp sau : 


tử) (h) te) 
Hình 2Š 


°+‡bx+c(1)1ap 


Giải. Để viết được công thức của hàm số bậc hai 
xác định các hệ sở a, b, c dựa trên đồ thị cụ thể của chúng. 
a) Đồ thị (h. 25a) cho ta biết : Trục đối xứng x = 2, đồ thị cất các trục toạ 


⁄ 
tại các điểm | - „i0J9 (0; -1). Vậy, ta có : 
\. 


=3 =2=5bz -đa ca0+b0+c=~] => e=Tl; 
¿đd 

Ê (f5 ,#' fA _ 
4| ~3] rhÍ~3 J+e=0 K) 


4 l6 


lhac h lạ vậc | vào (71 tr cỏ Ji #0 =$đ Iudó -b= ệ 
Ị ì 9 
h Ẹ 1 là 
Vậy hàm số bác hán có công thức Ý \ &—l 
J: D) 
bị Dựa vào đo thị (hà 35B) tá có : I2: 0) và điểm (0:— 1) thuốc do thị. Vậy 
b 
3 
ai 
| sẽ ¡b=-4a ° h 
H ụC 
| (0 <+1hF =4ace|b=l 
| 4a Ị 
| ˆ Ế 1 
|aØtbØtre- 1 
%4 4 k¿ 
Vậy, ta có công thức V XP +tx~ Ì 
ì š + 


€) Đó thị (h. 25c) cho tà : I0 : 3) và điểm (2 ; 0) thuộc đó thị, Như vậy 
! bỀ đác : § 
: ngb=Ùz v. 3->c- 3(vib=0); thay b= 0 và c = 3 vào 
2a 4a 


` 3 
(]1).tacó: y =ax" +3 
Đồ thị dị qua điểm (2; Ö) nên tạ có: đa + 3<=Ú0-»a= 


5 KHyy S. 
Công thức cần m sẽ là: ý = X tổ 


4 
II. BÀI TẬP 
3.1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
3 * "v.v ` 
n)W= 2X ` 4v2 +7; b\y=V2x” V2x+2: 
3 
€}V<3(N+l)”: d)y=x - 6x+ Ì. 
3 
3.2. Nác định phương trình của parabol ý = ax” + 2X +c, biết rang nó 
a) Đi qua hài điểm P(I: - 3) và Q(-2; 3) 
b) Có dịnh là EịE: 4): 
©) Cát trục hoành tại hai điểm (3; 0) và (0; 0) 


độ Có trục đói xứng là x = - 3 và đi qua điểm (TL; 1) 


©) Cát trục tụng tại điểm có tụng độ bằng 


_ và cất trục hoành tại điểm có 


„ã 
hoành dõ là 
3.3. Nác dịnh hàm sở bặc hai, biết răng đổ thị của nó cắt dường thẳng 
v= X2 x1 tại hai điểm có hoành độ là ⁄2 và I,x=0 là trục đối xứng. 
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3⁄4. Dựa trên do thị cụ thể của hàm số bậc hài hay viết công thức của nó trong cá 
trường hợp sau : 


Y 


Hình 26 
4.5, Hãy xác định các yếu to : Toa độ đỉnh, trục đòi xứng, giao với trục trung 
hướng bẻ lõm của do thị (không vẽ đồ thị) hàm số : 


tiết ==ÄC 44": b)y=(x+ lŸ”: 

c)y= d3x°+3x lễ d)3xˆ 6x+8. 
4.6. Tìm giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số 

a)y =3” 4x+7: b) v= 5x” bê 

c)y= XÃ +4x 3$ d)y=-x2+2x 78 


HH, HƯỚNG ĐẪN GIẢI 


3.1. a) Hàm sở bắc hai cóa= 2:b= 42 : 


1) là đường parahbol với định l V2:6) vì =! mm ĐÀ 


) ` : y 
6. bè lõm quay xuông dưới vì ä < 0 
\ Ä 
Bảng biến thiên 


*x | 2a + 


€ 


Ũ 
D2 ANk sọ 
¬>» 


⁄.ự 
Ti 

|” ° 
Giao với trục tung là điểm (0; 2). Để tìm 
giao với trục hoành ta có phương trình 


x=v3-42 
x=-⁄3~=2 Hình 27 


Trục đối xứng của đỏ thị là đường thẳng x = M2. Đồ thị ở hìn! 27. 


b)a= V2 ;b=-V2 ;e=2 


—Œ0 


-Ðy? -442x +2=0<3 
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Vận' parabol có Í 


k) { 

(Ú; 2); bé lôm quấy lên ! khôn tị 
hoành. Có thể xác định rà diểm ¡ lh 

Ị ì : 

Vũ N l tức là đe tú đi 
3 
ì 2 

qua Hi điện Ề và _4 


Đo thị trên hình 2S. Bang biên thiện học sinh tự 
Xây dựng 
€) Ta có thẻ viết lại công thức như siH1 : 


3 
y=3Xx +ñx+3 

bã N1... 

Vậy, a = 3, b=6.c = 3 và : ly 


-ủ 
4 
da 

đời xứng x =— Ì, cat trục tung tại điểm 

(0; 3). Đỏ thị thể hiện ở hình 29. Bảng 

biến thiên học xinh tự lập. 

dŒì Có: a= l:B= -6:ec = lL. Từ đó: 


0. Parabol có định EC 1: 0). trục 


=- =3: —— =-§. Parabol có bể lõm 
2q da 

quay lén trên, có trục đổi xứng x = 3. 

Co VỚI các trục tọa độ : (0; T), (3 

2 2 :0ivà(3+2 2 ;0): toa đỏ định Í 

(3: 8). 0o thị ở hình 30. 

Hang biên thiên 


⁄ ì +ữ: 


"`. 


Các phương trình cần xác định đều có hệ số 
b= 2, chỉ còn phải tìm các hệ số a và c dựa 
vào các đữ liệu của từng trường hợp cit thể. ˆ 

a) Vì parabol đi qua hai điểm cụ thể P và Q. nên tà có hệ : 


\? 


| 
|#“Z 
mì 
| 
| 


Hình 30 


› = 
an! 21 +:e= =2 a+c=-4 3 


: Ầ 
a(—2)°+2(-2)+c=3 đa+c=7 $: 


Sa 
>. 


Vậy trì có phương trình v N 


b) Từ điều Kiện tì có : ¬—-... 
~ủ 
Từ đó tà được = lvàc =3 
2 


Đúp xử: y= -x +2x+3 
3 


E) Đáp số:y= —+K +2x 


` 


3 
dì Đáp sở cv = CN +N 
XÌ M 


4. với b= 2 đã biết, 


“=. 
3 

bỔ- đạc 
du 


e) Từ điều Kiện ta có hệ phương trình đối với a và c : 


3 
a0 +2.0+c= 5 


a. £ 8L 
4 4 


Vậy, phương trình của parabol cần 


3 
2 Tà 
= 2 
Š hà 64 
+c= a=~ 
: 25 
61) 
tìm là y=-—-——X" + 2x+ 
25 


` vế” xo : b 
Vì x= 0 là trục đổi xứng của parabol nên - —--0>b 
` _ P 2a 


0. 


Vậy parabol c( 


2 # 
phương trình y = ax” +c, Việc còn lại là ta tìm các hệ số a và c. Vì parabol cả 


đường thàng y = M2x 1 tại hai điểm mà hoành độ của chúng là M2 và I 


Tương ứng với chúng có các tung độ của giao điểm là : y = ⁄2.V2 -I=1vi 


I-1=w2 -I. 


a có hệ phương trình : 


Từ đó t 
24+ c=l 

F =iIi =2 
a+c=v2-l 

Vậy hàm số bặc hai cần tìm là y = 


2 
Hầm số bặc hú có dạng ý = aX” + 


Giải hệ, ta tìm được a, b và c. 


qy parabol đi qua hai điểm ( M2 ;livà(: V2 —l) 


X2 vàc= V2 - I a=22 3. 
@- J2 +22 -3. 


bx+c. Để › 


ác định các hệ 
ta dựa vào đồ thị của nó để lập hệ phương trình thích hợp đới với 


Số a, b, c cụ thẻ 


ẩn ah, c, 


a) Qua đồ thị ta biết toa độ đính L(-3; 3) và cất trục hoành tại điểm (3.5 ; )). 


b 
Vậy 3 (1) 
2a + 


: „ đạc 
(l) =>b =6, thay vào (2) tạ có ——— 


ta được 12,25a - 2la + 9a +3=0-=> 


3 
4dac bĩ 


3 


3 
— 36a” 


4a 


025a=-~3 >a=—12; 


3.5b 


b= 


+c=0 8) 


-=3=c=9a +3. Thay b và c vào (3) 


72:c=-I05 


Vậy brców= 3GIÿV” + 24x + 35) 


3 3 ì ì 
bị Địn và: Ý it W3 
-: ” NI 
+} thấy do thí cát trục tụng tại điểm (Ô: 1) nên hệ số c = 1, Ngoài ra có hai 
l F : : 
liệm nam trên đó thị làt 2:1)vá = :0/. Từ đó ta có hệ 
|L.. + 
da-2b+ 1=l a= 
E7 
a c- : 
~_=b+Í=Ø Ñ 
3 b= ' 
% Ỳ 
n R 1: 8 
Vậy tà có : ý ÉP te E] 
z 3 M 
= N.. 3 "`... ẽ .‹s 3t xe 
4.5. Đỏ thị của hàm số ý = av” + bx + c có đính H| _ „ trục đổi xứng 
\ -a a / 
vu Sã vị xe % kia Lể 22 2a 
X=_„ BIAO VỚI trục tụng là điểm (0; c), hướng bẻ lõm quay lên trên nếu 
2u 
a > Ú, xuống dưới nếu a < 0. Vậy, với mỗi trường hợp cụ thể ta có: 
¬ b A ¬...... 
a)Ö đây :a=-3:b=0:c<4 s2 = =Ñ; 1 =4. Vậy đồ thị có : toa 
“a a 


đỏ đính là [ (0 : 3). trục đối xứng : x = Ö; giao với trục tung chính là đỉnh 


T(0; 4): hướng bẻ lôm quay xuống dưới (vì a = - 3 < 0). 
b) Đáp số: Định EC 1:0); trục đôi xứng x= —T: giao với trục tung là điểm 
(0: 1); do thị có bế lõm quay lên trên, 
3/2 9/2 ,Ì 3/2 ` 
€) Đáp xó : Định Ì | c——==ll| 8 trục đôi xứng x = - Y” ; giao với trục 
Xi ) 4 


tuìng (0; =l) ; bể lõm quay xuống dưới, 


đ) Ta có:a=3;b=-6;¡c=8, Từ đồ: ——=l; — 

24 đa 
(1; Š); trục đối xứng x = Ì: giao với trục tung là điểm (0; 8) ; bẻ lõm quay 
lên trên. 


$3. Vậy tà có : định Í 


Z 
`... : : ng : : 2 ¬-: : 
4.0. Giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số bậc hai y = ax” +bx+c là - — khi 


đa 
LỆ. 
X= -_ nếu a<0(a>0). 
2a 
F Ẳ h `"... 
4)a=3tb<—4;e=7 s3 _ se - Vậy hàm số có giá trị nhỏ 
2a 4a 3 3 


h L . 
nhất (vì a> 0) là Yug = TS Khi x= 
BhÓ 
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+4 


bạ) đa Ả -ÔÔÔÔ ( 
Gì Đúựp xe: Yuyuy LKÌI N 


đ) Đú A2: Y my = 


ÔN CHƯƠNG 2 


Iìm tạp xác định cúi hàm số 


a) Í(x) =VI0- 4v ¿ 
K4 Í 
` P› X 
bì lx}=x. +2x -Ì + 
(X—3)(x+7) 
3x—I 


c)f(x)=4x+1 


¬"—-.) 


⁄x+l1.x<0. 


Xét tính đồng biến, nghịch biến của hàm số trên khoảng cho trước 


3 
a)f(x)=3x+2trênR: — b)f(x)=x" +8x + I trên (0; + 2). 

ý ä 2 `. ¬ h 
Tìm giao điểm của paraboly= x”+®+34x— 2 với các dường thàng : 
a)y=3x- 2; B)#=2#~ Ï: €)y=x+ l, 


bằng đồ thị và bàng cách giải phương trình 
ý ẨH š 2 TY SN ti 
Xúc định các hệ sơ a, b, c để hàm số ý = ax” + bx + c đạt giá trị nhỏ nhất bằng 
I Khi x= 2 và nhận giá trị bang 2 khi x = T. 
8 Ä 
32 


Khio sát và về đó thị của hàm sơ 


3 1+ 3; K@(=sé; ¬ |) = 


I+#2lxl.xe 


ð) y=4x + Exe|-Ell b) ve 


3 
2x— 3,x€(: +} 4IxlI>- 
` 


6. Khảo sát và vẽ đỏ thị của hàm số 
a0y=lx+2l+l2 xỈ; bị y=Íx + IÏ — lx - 2l+lx - 3l 
Vẽ đồ thị của hàm số và lập bảng biến thiện của nó : 


[: VỚI X«< Ú 3 


Mi) 
b) v=|—x"+2x 
= lạ 


a) V={$ 


Bà .. 
lx tFX Với x>Ú 


HƯỚNG ĐẦN GIẢI 


. 


Đặp xó 
¡) ID = :_ JM 'Èị‡ hìDD=RM 7.3|: cẶìDz=({[ 1: +zi, 


a0) Đồng bien trên R 


hì ứXỊ. xa € (Ủ: +2) ÄỊ 2 Xã tủ Có 


bờ bờ 


: › 
Xj) EXy) (NỊ LBxi+l)=X tổ8xy +1) 


Kị ~X#4 Nị Xã 
Xi tXa+ÄÑÄ >(vÌ XỊ. Xạ 3 Ö). 
Vậy hàm số dòng biến trên (Ủ; +2). 
a) Parabol có định (2: 21, trục đối xứng x = 2, giao với trục tụng tại (9: = 2) 


. + *. ` ` l3 J=s Z 1~ 
các giao điểm với trục hoành là (3 - v2 :0) và 3+ v2 ; 0), bẻ lõm quay 


3) 


xuống dưới. Đường thang dị quá hai điểm (0; 2) và | <;0 


Bang đó thị tà thấy parabol cát đường 
thang tại hai điểm :(0; 2) và (Ì: 1) (h. 
3l) 

Bang cách giải phương trình. trước hết tát 
tìm hoành độ các giao điểm, đó là nghiệm 
của phương trình : 


2 F 
X tt 2= 34-245 - K=Ô 
xe 6 
‹ 
K~| 
ứng Với X =ta có y = 2 và ứng với x= Ì 
cổy =Ä,k- 3=] 
Vậy các giao điểm là: (0: 2) và (1: Ð) Hinh š1 


bì Bang do thị (h. 3L) có : parabol y = à đường thẳng y=2x— l 


tiếp xúc với nha tai điểm (Í: T). 


Bàng cách giải phương trình tì cú 
3 2 
Xxˆ+4x- 2=2x = <2 x ¬ 2x+1Z0=3Xị=K¿ = Í. 
Phương trình có nghiệm kép x = Ì. 
€) Đáp xó ; Parabol và đường thắng không cát nhau (h. 31). 
: MSS NHÀN n b 4 : 
[heo điều Kiện La có : 2;———=lvàa+b+c=2 
Ữ 2a 4a 


Ễ 2 
=Ã. Vậy, ta có y=x —- 4x +5. 


ải ra ta được 


z 


6. 
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#) Hầm số được cho bàng bà biểu thức trên bạ khoảng khác nhau. 


* Trên khoang (+2: 


[9 hàm số là động biến. vì nó là hàm số bậc nhất với 


số ä= 2>, Đồ thị là một nửa đường thang, Điểm (1: 1) không năm: trên 


thị. 


s1 


èn khoang [ 1: IỊ là hàm số chẩn 
nẻn có trục đối xứng là x = 0. Đỏ thị 
của nó là mốt phản parabol. [làm số 
giảm trên (1; Ø) và tang trên (0: 1). 

Trên khoảng (Í : +2⁄) hàm số tạng, Đồ 
thị của nó là nữa đường thang song song 
với đường thắng y = 2x tức là song song 
với nửa đường tháng y = 2x + 3. Điểm 


(T; =1) không thuộc đỏ thị. 


Kết hợp lại. đó thị của hàm số đã cho ^ 


được thể hiện ở hình 32. 
b) Biện luận tương tự tì thấy, hàm số 
khỏng doi trên các khoảng 


[~ 


nghịch biên trên 


3 
trên [: 
2 


Đỏ thị của hàm số được thể hiện trên 
hình 33. 


qU Pheo định nghĩa vẻ 


Hằm  sö 


s. ' 
[và đồng biến 


{ trí tuyết đối ta 
mà mút của 
chúng là các giá trị làm cho các biểu 
thức trong dâu giá trị tuyệt đối bàng 
không, xép từ nhỏ đến lớn. Cuối cùng, 


chía trục sở ra các Khoảng, 


ta có biểu thức của hàm số y trong từng 
khoảng khác nhau: 


X ớ 2 
lx+2l= | -x-3 lÙ x+2 
| 
5 hÍ Ï 8 + »> 
| È-§l= | K+2 : x+2 
| | 
| 2£ | w 4 3 


Đồ thị được thể hiện ở hình 33. 


th 


KDIEEXEE225-và6xsisa 


Hình 34 


b) Phực hiện tương tự như bài trên, trì có bảng sau để viết biểu thức của ÿ tron; 
từng khoảng tương ứng 


lì 
N | ø | 2 3 +# 
| 5 | 
wtlli© | v 0 x+I 3 x#I h x+1 | 
Ị | 
ÍN 1= ` PT» ì x-2 9 x+2 | x+2J| 
| 
|«-3l= | 3 & Ù _= Ï '=x 0 t~#ø | 
| | | 
| V=£ | X | x+2 4 6 X 3 X 
Qua bảng tì có thẻ xác định tính là 
tñng giảm của hàm sö trên môi 
khoảng : chẳng hạn trên (1: 2) 4 


hàm số tạng. Đỏ thị trên hình 35 


QƒSSaÀs-Ekix Cá sex, 


# HHnh 3S 
¿0 Đỏ thị ở hình 36 


b) Để vẽ đồ thị của hàm số If(x)I ta vẽ đó thí của hàm số f(x), sau đó giữ lạ 
phan đó thị của f(v) năm phía trên trục hoành. lầy đối xứng qua trục hoàn 


s 
phần đồ thị nam phía dưới trục hoành. Đo thị của ý = ` : 
n ƒ 3 SN 3 #8 Ẫ 
định ỶÌ ——t—3|. có trục đổi Xứng X g Đồ thị của hàm sí 
¬ I Ờ 
l2» 
: #1 là phản nét đâm trên hình 37 ỹ 


Hình Ÿo Hình 37 


CHƯƠNG l!ÏI 


PHƯƠNG TRÌNH - HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
§1. ĐẠI CƯƠNG VỀ PHƯƠNG TRÌNH 


L. KIÊN THỨC CÂN NHỚ 


1. Phương trình một ấn : Cho hai hàm số [(x) và ø(x) có miễn xác định là N.. N. 
Đặt X<= XI X:, Đang thức ECX) = g(X) CÍ) được gọi là phương trình mọt an, 
trong đó x là ấn, N gọi là miền xác định của phương trình hay còn gọi là điểu 
kiện xác đính của phương trình (ĐKXĐ). Có thể nói van tàt như sau : 
(ĐKXĐ của phương trình là điệu Kiện của x để Í{x) và g(x) đều có nghĩa.) 
2. Nghiệm và tập hợp nghiệm 
Nếu xạ C X sao cho EX.)) = g(x,)) thì xụ gọi là một nghiệm của phường trình CÍ) 
“Tập hợp S gom tất cả các nghiệm của (Í) goi là tập nghiệm của (Í). 
3, Giải phương trình là tìm tập hợp S. 
Nếu S= €2 hoạc không có giá tị nào của x thỏa mãn ĐKXĐ thì ta nói 
phương trình vô nghiệm 
Nếu § có võ số phần tử thì ta nói phương trình võ số nghiệm. 
4. Phương trình tương đương 

* Hi phương trình ECx) = 8(X) và E(X) = g1(X)., gọi là mường đớn néu 
chúng có tạp nghiem bang nhau Ki hiệu là 

f(X) = g(X) €3 ẨI(X) = gI(X). 

® Nếu ta thực hiện các phép biến đối sau, mà không làm tháy đồi ĐẾXĐ của 

phương trình thì ta được một phương trình mới tương đương 


Công (hay trừ) hi về với cũng một số hay cùng một biểu thức 
Nhân (hay chía) hài vẻ với cùng một số Khác Ø hoặc một biếu thức ion có 
giá trị khác Ö 
5. Phương trình hệ qua : Neều mỏi một nghiệm của phương trình [{x) = p(x: dêu Tà 
nghiệm của phương trình Eq(X) = #¡(x) thì phương trình fq(x) = gị(X) là phường 
trình hệ qua của phương trình E(x) = g(x), kí hiệu là f(x) = g(X) 3 j(X)= pịÔX): 
Chủý : 

* Khi bình phương hài về của mọt phương trình ta thường được mọt shương 
trình mới là phương trình hệ quá của phương trình đã cho. 

* Khi nhân hay chía hại về của một phương trình cho một biếu thức tà 
chưa chắc được một phương trình tương dương (có thể xây ra hiện tương 
thêm nghiệm hoặc mát nghiêm). 
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ghiểm ngoại HÁT ; LXI= #(X) CŨ: + ÊJ(X) = ggX) 1) 


ù St 3G D 9U số + dửu về - SA NỆ TT 
Phươn+ trình hệ quai (2) có thê có ẻ2n ngoại lạt, không phả ¡ là nghiệm 
của CÍ Muốn loại nghiểm ngoại lau ta phải thứ các nghiệm tìm được vào (1) 
để xác định nghiệm của CÍ¡ 


7. Phương trình nhiều an 

Ngoài phương trình một an, tạ còn xét Các phttwsng trình phiến ức Nghiêm 
của phường trình 0ưi dø Tà cạp số thức (XS: Vụ) thỏa mãn phường trình đó. 
Nghiem của phương Hình Đứ ơn là một bộ bà số thực (X.. Vụ, Z¿! thỏi mãn 
phương trình đó 

Ñ. Thann sơ 

Trong một phương trình ngoài các chữ là ẩn so còn có những chữ khác không 
phải là ăn số. được xem như những hàng số được gọi là than số 


Giải và biên luận phương trình chứa tham số là tìm điều Kiện của thun số phương 
trình có nghiệm (và tìm các nehiem đỏ) hoặc võ nghiệm. 


Vr đực Ƒ. Điều Kiến xác định (ĐKXĐ) cua phương trình 


LỆ cà. 
“=8 
l: À.Ô&> và xz 3. R.sz t. C.xz3. 
D.x 4 É.x*z4xâaxK¿ 3 
Gữ; Non về trái có nghĩa thị x + +3, muốn về phải có nghĩa tì 220 


+ >4, Net họp ca hài điều Kiến ta có X > +; Vậy đáp ăn C đúng. 


MT 2. Tiiều Kiện xúc định của phường trình [ £ v1 X=NN 
lu, & | B.x>3 C.x¿] D.x?š 

l, Khong có piä trí X nào 

Giá Nuốn về trái có nghĩa x 042zl1-X 

Muốn vẻ phíi có nghá 237 0:2 


: lzx 
Nhữ vậy š phái thoa mãn hệ (mâu thuan) 
X 
Do đo T: dũng 
Ví dự 3 Các cạp phương trình sàu đây có tương đương không ? Nếu không 
thì phường trình nào Tà phương trình hệ quả của phương trình còn lại 2 


qƯỜN “ ° IKRUIAk S8 §ÿy bB}2w 1>=1wÀ(24- 1ƒ #1 


Giá: ai I3XXÊT của "6ú phường tình đầu là với mọi xic R. Tạp nghiệm Šị 
‡+ & _ R 

tập nghiểm S; - ¡2: — } suy ra hai phương trình đã cho không tương đương 
Ù 

và phương trình l3x — 5Í = T là hẹ qua của phương trình 3x - Š= T. 

b) ĐKND của bu phương trình : Ýx c Í và phương trình hài là phương 

trình hé quả của phương trình một 
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II. BÀI TẠP 
1. Tìm điều Kiện xác định rồi giải các phương trình sau : 
Ta SỈ | ầ 2 3 
HỘ X” - 9 § b) 3x ¡ —=+ l5. _ 
xeI “~l x5 .. 
2. Tìm điều kiện xác định rỏi giải các phương trình sau : 


8) !Ä#l=K#lš b) Vx-I l|=Ấ&; 


3. Các cập phương trình sau có tương đương không 2 Nếu không thì phươn 
trình nào là hệ quả của phương trình còn lại 


3 
a) 3x - 2= l và (3x ~2)”"= l;: b)2(x = l) = x và 2x(x 
4. Cho ba phương trình CÚ): (TU): (HH) Chứng mình rang nếu phương trình (Ì 
tương đương với phương trình (HH) trên X. và phương trình (ÍÍ) tưởng đươn 
với phương trình (HT) trên X. thì (Ú) tương đương với (TT) trên X— CN là điề 
kiện xác định) 
5. Tìm điều Kiện của m để hai phương trình sau tương đương 
3 3 
a) (x+ l) 7 =0 và x” =2mx + m (m là tham số) 
Ũ 3 
b) x +x+ l =0 và mx” - (2m + l) x + (m + 2) = 0 (m là tham sở) 


6. Giải các phương trình sau : 


7. Giải các phương trình sau : 


› Fạ TT. Ị 
s) Vay 4v:T1/VX (24:1 3 BJỊw& XIN Äz š, 
kì 
L l6 
6ì J2x+10: Vk 2 —-; 
N^x:10+Vx 2 
8. Giải cúc phương trình sau : 
M .- 
2 XxIỊ Ktẩ 
8 =—m= - b) — củ 
x-] &-1 a3 
| I 2 | 3 I0 
c) ! d„, Tu T : 
Km K—Ì (x~alx-l) 24 -®@+l 2X2-‹@!3 2# - MT 


TH. HƯỚNG ĐÂN GIẢI 
1. a) VP và VT có nghĩa với x 2 1. Vậy điều kiện xác định của phương rìnE 
làx z1 


` 
X =90<»x=! 37 1. Vậy tập hợp nghiệm của phương trình là [+ 3 


tì 


P) ^ 
lỆ 3 t—=—— =lãẫ+-——-. ĐKXĐP :z v5 
.~ w=ð 


= Š khong thỏa mãn điều Kiện xác định. Vậy phương trình 


1 ,ĐKXĐ:x>-1I 


+ : 
Xtl=t\x+ [) ‹»x#1=x +2x+l«2x #X=042x(x+l)=(: 


1. déu thỏi mãn ĐKNĐ. Vậy phương trình có hài nghiệm x= 0 


Vc> thi VT= VX-I>0.VP=I -x<06sx<l, 
Vũy ĐKXĐ là x= 


D› đó nếu phương trình có nghiệm thì nghiệm chỉ có thể là x= l. 


Vi x= Ithì VỊ =1 1=0, My RMitơng trình có nghiệm x = T. 
ú)Äx - 2=1(1)ĐKXĐ: Vx € lÑ <3 3x=3<>x=l 6 R. Vậy tập hợp 
nHiềm ŠSị = EIỊ 


3 2/=1(01.ĐÐĐKXĐ:Vxc 


Ị l@ :CM 
“À. $Ề | l - Vậy tập hợp nghiệm Š; = | Ib | 
|x c# ý 


s2 
Z 
) 


Â3x- 2 I 


t2ø 


% 
Ha phường trình Không có cùng một tập hợp nghiệm nên Không tương đương. 
ViS33 -S¡ nén phương trình (2) là hệ qua của phương trình (1) 
hJj(X  lJZXx(PĐKNĐ:VKXC lR<3>2x 2=X<¿x=2C lÑ Vậy 8g = |2] 
2x&— l):=z NV (2) ĐKXĐ: VN c 

ì › › 

(2122 2X - 3X=x c4x -2k=0c>xe<D,xe2. Vậy S; = {0:2} 
Ha phương trình này Không tường đương vì x = 0 là nghiệm của (2) những 
kheig là nghiệm của CỦ), SỊ  S:, nên phương trình (2) là phương trình hệ 
quacua phương trình CÍ) 
Giojtap nghiểm của phương trình CÔ, (1À, (HH: lân lượt là S4. Šš. Sĩ với 
củnu một điệu Kiện xác định X. 


Tạ ó (<> (<2 S1 = 8 (1), 0) <3 H) 2 5: = 5 (2) 


Từ Ú) và (2) —> S¡ = Sx với cùng một điều kiên xác định X suy ra (Ï) <> 
(HH tdpecm). 
+ | x =0(11.ĐKXĐ:Vxc l§, phương trình này có một nghiệm kép 
Xi=\y=_ 1. 

mì (m+l)x+m+2=0 (2).ÐKXĐ: Vxc l§ 


Muô: (3) <£ > (1) < > phương trình (2) có nghiệm kép bằng - [. 


t 


2 


[A0 Í\ (m+l)ˆ 4m(m+2)=0 
lÌ 


#3! 3mm ï Í *? 13m + lI 
Í | | 
(+ 2m L ẩm 
JI-#m:0 - ' 

c? vỏ nghiem. 


ø |dm t-0 

Vậy Không có giá trị nào của m để hai phương trình tương đương. 
› 

b) Phương trình x” + x+ 1=0(1) vô nghiệm (vì X=- 3<0). 


3 
Muốn mx” (2m + †)x +tm + 2) = (2) tương đương với (lì 


3 
{c>Alay<0 šI2m+D Tmứm+2)<0<›3 l1 +m<0‹sm: 


¬. ÂU Để E 
Vậy với m- 1 thì hai phương trình tương đương. 


tỳ v33 x(l)ĐKXĐ:x<22 
v32 & 
¬3 2335 v II 33 
()z#fI3x= d22 x.v23 % %l1lI+2x=22-Kv¿A- ,<22 
\ 
II 


Vậy x ằ là nghiệm của phương trình. 


_72)ĐKXĐ:x>3.5 


(3) >»x=2I thỏa mãn ĐKXĐ nên x 


.=- 
b) 23[t'vV2x 7 xi4 


1l 


31 là nghiệm của phường trình 


= & 

6):2vx43 - ;=- (0ĐÐĐKNĐ:¿8> 5 
vdx:5 

(3) > 2(x +5) =x+2)<»x<= 8< 5 (Không thỏa mãn ĐKNH) nề 
phương trình (3) võ nghiệm 
đị3x VXIII1 2011) t9 
Muốn VP có nghĩa thì t Ì- 0¿šx< | 
Muốn VT có nghĩa thì t1 T033 T 
Vậy ĐKNĐ của (41): x= 1 
Nhưng x= T không phải là nghiêm của C4) nên phương trình (-E) vo nghiên 


a) v4? đ&£Í LẤN (2101 =3 sš dØx bẺ LW(x vip rễ 
«>l2x H›ilxtH 3 (# 
®NếUux< -1,(9)43 4024 HH -(X+l)j=34‹>x= T(odi) 


* Nếu <x<.(0Ằ© (2x - l)+(x+l)=3‹»x=_-l 


: lỆP bế 
*®Nếu x>~.)cz2x- E+x+l=3csx=l 


Vậy phương trình có hai nghiệm x= I,x=l >S={[ 1:1] 


bị Nuốn VP có nghĩa thì x > 3 
Muon VT có nghĩa thì x< 3 
Vậy ĐKXĐ: x= 3. 
Mũ x= 3 không phải là nghiệm của phương trình. Vậy phương trình võ 
nghiểm (S= G7). 
2x+10>2e©x>-5 
©) ĐKNĐ: cœxwš2 
*—-2>0€©x>2 
(È) => 2x + lŨ— (% - 2)= l6 c3 x + L2 = lồ <s x=4» 2 
Vậy x = 4 là nghiệm của phương trình. (S= {4]). 
a)ĐĐKXĐ:xzl 
(4) 2+ X=x+l<>x`- 2x+lI=0<2xi=kx;=l 
khong thỏa mãn ĐKXĐ nên phương trình vô nghiệm. 
b)KXĐ:xz 3 


3 
(b) =3» x”-- 2x — 3 


II 
^ 
Š 
z 
lI 


l,x=3+z-3 
Thỏa màn ĐKXĐ. Vậy phương trình có hai nghiệm x = -[ và x= 3. 
E)ÖKXD:xza xzl  °`" 
(&ì =sx= l?& =2 
2x=3+a 
3a 
3 


: . â -Í Bạn XÀ s : ` 
Ngua= Tthì x ;ưyên T (bị loại) phương trình vỏ nghiệm. 

ẩ : Š `. = 3+a 
Nếu a Z1 thì phương trình luôn có một nghiệm x: : 


› 
dìTacö:2Xx” 2x+l= 2|x 


1a ä 
I >0VWx€lW suy ra2x"—x+3>0, 


3 


TẾ” Ki x0 
Vậy ĐKXĐ:Vxe 
› 
Đạt 2x” — x+ L=t(1>0), Từ phương trình đã cho tá có phương trình 


ì l) 
lệ Ẫ 4>(1+2)(L+6) + 30+ 6) = I0L(L+ 2) 


t- -l (loại) 


t-2=0«3 
3 3 
Vậy 2x -&+l<3€©+2K =¬X- I=«sx#l‡ K=~— 


Do đó phương trình có hai nghiệm x= |; X 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH QUY VỀ 
PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT, BẬC HAI 


L. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 


1. Phương trình bác nhát ax +b=0,ĐKXĐ:Vx c lR 
Cách giai và biện luận 
Š Š #t . b 
*®az 0, phương trình có nghiệm duy nhất x= -— 
a 
*®a=0vàb z0, phương trình vô nghiệm 
*a=0 và b=0, phương trình có vô số nghiệm 
3 
2. Phương trình bắc hai cax” + bx+c =0, ĐKXĐ: Vx 6 lR, 


Cách giải và biện luận : 


3 5 
A=b - đac hoặc A'=bF-ac(khib= 2b) 
*® A<0 phương trình vỏ nghiệm *® A' <0, phương trình vô nghiệm 
*® A=0, phương trình có ® A'=0. phương trình có 
: b : b 
nghiệm kép x nghiêm kép x=-—- 
2a a 
*® A >0, phương trình có *® A' >0, phương trình có 
2 nghiệm phân biệt 2 nghiệm phân biệt 
-b+⁄⁄4 =b'+ V4! 
_x II 


3. Dịnh Ì¡í Vieï 
Nếu phương trình bậc hai ax” + bx + ể = 0 có nghiệm thì tông và tích na 
nghiêm là ; 


4. Ứng dụng của định lí Viet 
* Tìm hai số biết tổng và tích của chúng: Nếu hai số xị và xạ có tổng xị + Xạ =3 
2 
và tích x¡x; = P thì xị. xạ là nghiệm của phương trình bậc hai x" - §x + P.= 0. 
3 
® Nếu phương trình bậc hai ax” + bx + c = Ú có ; 
#a +b+c =0 thì phương trình có nghiệm x = l, nghiệm kia là x =—. 
a 
*#a -b+c =0 thì phương trình có nghiệm x = -l, nghiệm kia lài 
€ 


a 


3 


ệ ï 3 + 
Ñ. Phường trình trừng phường cax + bx +c<0 ta 2 0) | 
h vã 3 1 P. 3 $ ` ‡ ,XIẾP! su## 
Cúc si : đạt X” = LÚtU >0) ~š x” =t đưa về phương trìah bậc hai đối với 
+ 


an; + hL+c =0, Giải phương trình này tìm t, sau đ)tìm x. 
6, PAtg trình có đâu giả trị tuyệt đại - I(X)E = lg(x), Ta có 
7 ? 
If(x)I = lgtX)JE< > [f(x)|” = [gtX)]”. 
: |ftx) = g(x) 
If(x)E= Ig(x)<> | = 
| ftx) = -g(X) 
1. Phương trình vỏ tr là phương trình có chứa ấn số trong dấu căn thức. 
Đôi với phương trình có chứa đấu căn thức bậc hai thường bình phương hai 


về để khử đấu căn dưa tới một phương trình hệ quả. 


TỶ ` ậ 2 2 
Ví dụ T. Giải và biện luận phương trình (m” - m)x =2x+m“—L (1l) 
„ Sế gì 3 2 2 
Giái. (m” - m)x = 2x + mˆ — Ì ©(mˆ —m~2)x =m” - 1 : 
k NI, Ẫ $ ấ K “ « m~l 
# Nếu m z I và m z 2 thì phương trình có nghiệm duy nhất x mm 
m- 
# Nếu m= -T thì (1) trở thành 0x =0: phương trình.nghiệm đúng Vx 6 IR. 
# Nếu m = 2 thì (1) trở thành 0x = 3: phương trình vô nghiệm. 
Ví dụ 2. Giải phương trình ' 


a) 54(2x + 3)(3x - 1)(4x =5) =0; b)xÌ-2x”-x+2=0; 


Đấu ý I0 ás s=È 
2 


Giải: á) 5X(2x + 3)(3x — L)(1x - 5) =0 <3 1 
3y +09 mộ 


ĐÌ 
4 


*4x-5=0@Ằx= 


Vậy phương trình có 4 nghiệm x =Ú; x=— 


2 
ì 


b)x 2x” x+2=0 4> x”(x =2) —(x~2)=0 © (x~2)(x - 1)(x+ =0 
*x-2=0@6x=2 


#x—l=0{©x=l 
*#x+l=0«€&Ằx=-l 
Tập hợp nghiệm của phương trình là {2; 1; -I] 
Ví đụ 3. Ciiai phương trình 

xi3 lx-4l 1 x45 


t) ——— “——_—; b) lx — II+lx + 2l + lx - 3| = 14 
4 9 2 36 


Giải: 
8® Vớix>4thìx 430 »x>4->lx-4l=x- 4tacó phương trình : 


k#j X~1# J +5 


<>9x+27—4x+ lố= l8—-x-Š 


4 9 2 36 
<>6x =~ 30 © x=-5 < 4 (loại) 
Vậy x =- 5 khỏng phái là nghiệm. 
#Vớix<4thìx 4<0 ->»x<4 Slx-4l=-x+ 4ta có phương trình : 
kiä \ viŠ 
Kn TÔ. CẢ vxfosfardks<Lloesleel 
4 9 z N6 
| 
«+ l4x=2c+ x= -<4. 
7 


Vậy phương trình có một nghiệm duy nhất là x = T 


b) Bỏ dấu giá trị tuyết đối 


|x - -l x+l | xi Ô x-l1 x—I 
|x+2l =w~2 =K=32 x+2 
|x -3I -k+3 -x+3 +3 9 


k-Il+|x ¡2| 
h h 3x+2 x+6 x+4 E` tu”) 
LÌx - 3| 
| § bì bj 
# Với x< -2 ta có: -3x+2= l4 
3x= 12 
x=-4< 2.Vậyx=_ 4 là nghiệm của phương trình 
“Với 2<x«<ltacó: x+6ö=l4‹»x=--8<-2 thị loại) 


* Với l<x<3ticó:x+ 4= I4<›x= I0> 3 (bị loại) 
® 4= 3ta có 7= l4 vỏ lí nên x = 3 (bị loại) 


tớ ằ : ` f6 vI 
* Với x> 3, ta có phương trình : 3x = l6 <> x= Si =5 ï >3 
lv: : cÍ 
Vậy phương trình có hai nghiệm x = -4; x= § s? 
Ví dụ 4. Giải phương trình 
3 1) 3-7 x-3 
8) (X 3) +(X+4) —(x- 5) = I7K+24: hị se 
xiậ +32 
” 2 
Giải: a) 3)” + (X+ 4)” (<5) =ITx+24cs xỀ 5x- 2L=0 


3 ". 3 
X=b - đac =(=5Ÿ - 4.1.( 24)=25+96= 121 


vA- V211 


Phường trình có hài nghiếm 


b+v1 ST B- sen 3 1Ị 
N j.ẻ Ấ+ Ỳ 
m 3 = 2a 3 
w 7 x 3 = Z 
h) KH: vk. se 5 
KHỔ X#r3 


(3x~7)x+2)=(x+Š5Àx 3J)<2 


a+b+c=2 -.3+l=0 


&@ Ï " ky 
XI= TVÀNy= s đều thoa mãn ĐKXĐ. 


ạt + 
: Ẫ : | 
Và: phương trình có hài nghiệm x= Ì.x= : 
Ví w Š. tiiái và biện luận theo tham số m 
3 3 
4) —2K+m=0; b)x +2mx+I=0 


+ ' | 
Giá: ) 5x” - 2x+m=0 


3 = 
A'=iÐ'” - ae= ] - Ÿm 


* l : Ẫ n 
A'<0<>l 5m<0<›»m> _ : phương trình vô nghiệm 
¬ 


| : › 
A'=0<+ l - 5m=0<>»m= - : phương trình có nghiệm kép 
¬ 


Kị,=®Xa= 


b2) 


F 5 l _® 
A'S0sxI 5m >0<>»m<- : phường trình có 2 nghiệm 
¬ 


bi V4 T©/T 5m 
Nị " = 
° a § 
b)x +2mx+l=0 
sa: 
A'=m". I 
‹ 3 2 & Š m 
A'<)‹›m E<0<›m <1 <>zÍIml < |: phương trình vô nghiệm 
h › 
A=lc»m” I=0<>»m =l<>»m= ' [l: phương trình có nghiệm kép : 
= Na m = T thì nghiệm kép là xi =x¿= Í 
= Nam = Í thì nghiệm kép là xị = x; = T. 
3 
W>)<»m” I>0<>Iml >1: phương trình có 2 nghiệm 


3 —— 
m!'Wm— 1 [ 3 
No Ï m # Vm” =l. 


Ví đụ 6. Chứng mình ràng ít nhất một trong hai phương trình sau có nghiệm 
x”+2mx + Í =0(1) và x” + (m 2) +m” -_l]=0 

Giải. Phương trình x”+2mx+l =0 có Ai= 4m °-4 

Phương trình xỶ+ (m 2)x+ mï-I=0có 

%›=(m 2” 4.l(m° l)= TN 4m++4 ng + 4= 3m” +im+8 
Ai+A4s= 4m” - 4+ âm” - im+§=m”-4m+4=(m - 2). 
Ai+Az=(m~2)”>0 

=> Ít nhất một trong 2 biệt số Ai, A› không âm 

=> ít nhất một trong 2 phương trình đã cho có nghiệm. 

Ví đụ 7. Cho phương trình : mx” -(2m- l)x+m+2=0 (1) 

Tìm hệ thức giữa các nghiệm xị. xạ của (1) không phụ thuộc vào tham số 
Giai. (*) Nếu m = 0) thì (1) trở thành x + 2 = 0. Phương trình có nghiệt 
đuy nhất x = -:2. 

(#**) Nếu m £ 0 thì (1) là phương trình bậc hai. 

As= 1ˆ - đạc =[-(2m DỊ” 4m(m + 2) 


=4m” -4m +1 - 4m” - §m=- l2m +1 


A>0<>= l2m+l>0<»>m< lì (m z0). 


Với m< -~ thì phương trình (1) có 2 nghiệm xị, x. Theo định lí Vi ét : 


2 
2ml 1 2 
XI tX¿ - 2—— 3x, X;)=4-<— 
` m m = m 

NHỚNG: 

m+12 2 vi 
IŠ#— |! | XI: =l+— 
m m m 


2(XỊ + Xã) + XỊX; =5 


Vậy nếu m < lö và m Z0 thì phương trình (1l) có 2 nghiệm xị. xạ liên hị 


với nhau bởi hệ thức : 2(Xị + xạ) + XIXa = Š. 
Ví dụ 8. Giải phương trình : 
a)X +5x + l5 0=0; b)xÌ+5x”-6=0 
c) xÌ- 5x`- 2x +5x+l =0, 
Giải. a) xÌ + 5X) + 15x 9<0<3(x2+3)(6`+5x- 3) =0 
*x +3>3>0 

3 5# J3? 


#*x -+3x-3<0.,A=S25+l12= 37: K¿s Z—————- 
t2 2 


„2 ằ à Ầ 
bịc bŠN” 6= Đạt x” =>) ta có phương trình 


xất 6=0 Taeóa+b+te=l+5 ó=0 


Vậ nhương trình có hai nghiệm tị =1.19% _ ke. 6 (loại) 
: 8 l1 
t (` =]©»se=ktÌ. 
Phường trình có 2 nghiệm x=l:x= T. 
cai sự) 24 +5x3 L=0 (*® 
Tha: Ô vào (2) thì VI = 1: VP =0. Vậy x = 0 không phải là nghiệm 


của 


3 
Chỉ: 2 vẻ của (#) cho x” (z0) 


3 1 3 | 5 5 
Ñˆ -v< + —+=S=l «| K + ;IH-} 
X KV \ x?) X 


3=Ũ 
TạI: x- 
c> XÃ ` tˆ+2 
Kễ 
Thay vào (##) ta có phương trình : 
: k =0 
tF#®2-5t-2=0$$t - 5L=04š f - 5J= 0 63 
tụ = 
vì XHyối : | 3 
* Với! = Ú ta có X đc =1<=<Øes g=#l 
% 
* Với = § ta có N _ 3£>x” 54-1 =0<>A=25+4=29 
b9 


Vậy plương trình có 4 nghiệm : 


Xị=liXy=- li Ng 


Ví du 9 Giai phương trình 


. 

1 b)j“——+ =8, 
tư 

Giải. ä 2x t1 2+ 6Jx<3 Œ) 


tc định x> 3 


Với x > 3:3 vẻ không ảm. bình phương 2 về (Í) được : 
(f3 r 
= _— xxx: 3 
3x+l=++x A+4wx 3g »xe=Ỷx 5ˆ Màu \ 
|x>0 


` 
(thỏa mãn x > 3) 
Ìx AU 


Vậy phương trình có 2 nghiệm xị = ‡. X3 = 2. 


ĐI TR [x‹i : 
xui Ÿ2x-l 


: I \ 
Miễn xác định:( 2: $ | +2 | 
t2 


3 
Đạt hộ : t >0) thì \ _TÌÊ , „ta có phương trình : 
xenl ?3~} 1 


tL# h =3 2t+l=0<>(t DÊ=0@>t=l 
Su ị I£»2x :Í ktl<3X 2e| ' 2ø] 
xi 2 J 
Vậy phương trình có 1 nghiệm x = 3. 
1L BÀI TẬP 
1. Giải phương trình 
“..ẽ  c : ` hi TIẾT 
1995 1997 1998 1996 9095 997 996 998 
3, Giải và biện luận các phương trình 
a) Xã -h. : c =a(a.b#0): b) (ab+2)x+ a= 2b + (b+ 2a)%. 
a 


3, Giải và biên luận 


: 
x+ab x+bc X+b 
x+ấh XE, Á TẺ =3b(a.hie#=l) 


a) 
a+l c+l bat] 
xb-c ,K-c-a.,X a=b 
b) bà t =3(a.b,c#0) 
" b € 
4. Giải và biện luận 
3 
1 In ra: k b 3a“ -4đat 3 | 
a) L.._ ly +-(a#0b#0): Đ) — 5 —> ==—,g 
x+za+b a bX xa AT —N xia 
§._ Giải phương trình : 
a)x” 3x+2=0: cìKẾ 7x=6 
› +. 3 3 
b)x +x ` 2=0 dyxk + +6 = 3K + l}. 
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6, Gìn phương trình ; 


: l 
HỨN ME xi z ?N: MỊN Km x 3Í lx 3e vội 
7. tin phường trình 
lị ` 
IUJhW% MỤẠN đã bị V2äx 3w 2 


8. Nó: dịnh m dẻ phương trình 
ì 


8Ð *” IRN #m+ | = Ø có một nẽhiệm là š = n Tỉnh nghiệm còn li, 


Ỷ 


› › 
hbIỆN ằW HN em < eo mọt nghiệm là xị = 1. Tìm nghiệm còn lại 


9, Gi¿i và biên luận theo thun so mì : 


2X” 3 15%. lãm Ðz b)x” 20m Iis+em =0, 

1Ú. Chín: mình rang nều có ấp > 2Cb + dg) thì f nhất một trong hai phương 
trìm sàn có nghiệm : X +ủN + b=0 và X t+px+u=0 

11. Chín: mình rang néu 3 phương trình 


' 1 


[X)=N” +px+td= DYà 8X)=X  £pix+dip =0 
vò rphiem thì phương trình ECX) + g(X) = Ú căng võ nghiệm. 


¬ 
12. Nác định m để phương trình x” 30m 20S + mím - 3)= 0 có hai nghiệm 


Xị. © thỏa mãn hệ thức sỉ :#š =Ũ. 


13. Tim hc: thức liên hệ 


ta các nghiệm Xị. x; của phương trình 
' 


X #(m_ T)x m=U, Khóng phụ thuộc vào m. 
14. Nácdinh mĩ dể phương trình sau có 2 nghiệm trải dau : 


` ` 


81232) đúnEliydimm 23<=00; bịtmP3JNS” 3úun lịợ#em 2=0, 


. } + 
1Š. Nác định m dể phường trình (+ DX” + 3Gn t 0x + m+ =0 có hài 
nghỉ:m am phản hiết, 


1G. Cho hương trình Ý Iv+ m + T= Œ Nác định m để phương trình có : 


a hạt mnelrem đương phần biệt 


b) hít mgluem phần biết xị. xà thỏa mãn hệ thức 


Ý 


› 
17. Tìm z4Is so (x, šx) nghiệm đúng phương trình ÿX” 4x ý 
sao co 11v đất GEN có thể được 
b) v đạt GT†NN có thể được. 
18, Giải shường trình : 
ì 3 1 mi 
#)})Ñ§ &Ä 3=0; C)XN +7N Ñ=0 


ì : - s3 ) 
bì XP gÌ+ 6V Lấy b3< 0; hiệu ẤX tÍI2yT” 20x+ lõ= 0, 
19. Giai phường trình 


MÀ An VvÑ 5: bị s°=2x~7+ 3x # l3) =0. 


6l 


: TP gu: N B1 NuÃ: ".- 
20. Cho b và c là hai số Khác Ö thỏa mãn hệ thức — +—- =—. Chứng mình răim 


l 
TC) 
nhật một trong hai phương trình sau phải có nghiệm : 

3) 3 
X +bx+€=0(I) và x" +cx+b=0 (1). 
21. Giả sử phương trình x” + px +q =0 có hai nghiệm dương xị và xà. Hãy 
phương trình bậc hai theo ý mà các nghiệm là 


= 
Vị =VXIsŸ¿ =2 - 


!V X 


22. Giải và biện luận lx- ll(x +2) +m=0. 


HƯỚNG ĐÂN GIẢI 


l ) x#l Vụ | %2 X 
$ - - ' 
1995 1997 1998 1996 
Í & Tí \ 2 ( 
cÍÓ SEN IÊ Tay v82] J-Š tl 
1995 jJ (1997 \1998  j (1996 
: x+l996 x+l996 x+1996 x+1996 
» - t = : 
1995 1997 1998 1996 
\ 
tsoi-4|ĐIẢN có vo có a6 
(1995 19907 1908. 1996) 
: l | 
<»x= - I996 (vì Ũ z0) 
I909ã 1997 T908 1996 
§ 2 \ X E, KH 
bì h h 
995 067 006 UỌN 
. ì ` "+2 TT \ 
SP ~i [02 63M le Sc ng 
(995 J \997 |} 99% j} \|998 
K-U07 x 997 x 097 x 997 
có) h Ù) 
995 9907 996 908 
=úJ: :Ï | l l 
©(x-997) + : =0<«3x=997, 
995 907 996 998 
K=sa xay : lí 
2. a)- b= a (taZ0,b2#0)0 ĐKXĐ:VXc l§ 
a 
K=& x=B 
: b= a€©slbix=ab-ax ca =a.b(h=a) <©š(b aj =b(b 
a 


Nếu a z b thì phương trình có Ì nghiệm x = ab. (a Z0,b z0) 
Nếu aä =b z 0 thì phương trình có nghiệm V⁄xc ÏÈ 
b) (ab + 2)x +a = 2b +(b+ 2a)x (HS tự giải) 
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Ũ 
x+ab: x+be x#+b 
41 ‡ 
q tÍ v#9 b¿| 


+; hở li MP bị: Kinh, b lÙ) 
a#l cửi b+tI 


X+ab-ab=b x+be-bec-b x+b -b`-=b 


3b ta.h¿e #T—1) 


có + + =0 
a+] c#Ì b+iI 
TLẤt) bị VI ý mới 0 
\wuiÌ ctftL brl? 
g l | I : h À ‹ dc 
Néu ' Ị Z0 thì phương trình có nghiệm x = b. 
MP £€£E] Bi 
| | ` F % bố gi 
Nếu Ũ kê 0 thì phương trình có nghiệm WVx e R. 
tfll gøÌ !beÏ 
te bese: #egs x«asB 
bề " ;t =4(0,b.c#0) 
ạ b € 
: Ê -Ä h | 
l6 ml SÊN TÌ TT tp 35 ciịa0 
ủ | h € 
lL.E Tỷ 
§y(w -hb c€-all -b tr |—Õ 
8 B #}) 
Lý N..ñ 
Nều + + -z0thÌx=a+bB+c 
ä lạ e 
Xa ác 6: 
=Nêu ˆ~? -+ 0t xtùuyVc R, 
g8 lb € tac 
I IỆNG, DA": 
4Ð) L- †+- (a0 b+v0) 


khatiR ãáâ B & 
ĐKNĐ:š¿ (0trb):a. 0bz0xý0 
6 b,x = b.X(x ta + b} + a/X0X ta bị + a.b(x+a+ h} 


5 3 
<€®#* (6t bỊX” tứ PB) xs+aBucteh)<=0 


(at £† b) [NT +1 (ạt b)x ta b} =0 4+ (á + b)(x ta)J(x+b) =0 
# Nếu ah < 0thì phương 


nh nghiệm đúng với Vx Z0 


# Nếu: 6? bzÔthìx= và ¡==b,vìa Ö,b zÔ, nên =a 2 0 và =b z0, 
Phương trình có 2 nghiệm x= :vàx= h. 
% 
ú Ñq{fC Sa 3 l gÉc 
b) Ị ` = ĐKXĐ:xz1a 
x-a AT KẾ xia 


3 ^ 3 
A(X ta) - 3a + đà 3=x- ac>sax+a” 3a +4a 


) 
¬.—- ( 3Ì 
©(( Í)sx=2a  Sa+3e£>(a—=l)§g=2ta - lịa 3) 


\ 


# N€ụ: a = T thì phương trình nghiêm đúng ⁄xz + 
63 


tà 


6. 


#Neu:a 2 [th Ìx= 3, Giá trị 6= 2a — 3 là nghiệm của phường 1 

Khí 2u - 3z ta‹c>»az3:a# 1. 

Tóm tát # Với a ⁄ T và a ¿ 3 thì phương trình có nghiệm x = 2a 
Với a = T thì phương trình nghiệm đúng /X Z® 1 

# Với äœ = 3 thì phương trình võ nghiệm. 


tà 


8X ”- 3X+2=U42»x” XÃ 2x+e2=0c3x(x  lj-2(x - DE=O 
c*( D(X #X 2)=0 

Phương trình có 2 nghiệm x = | và x= -2. 

b)x +” 2=0<»Ì v+2X” 2=0 «3x I)+2(x- lIJx+1) 

s»(Xx TS +24+2)=0 Phương trình có [ nghiệm x = l. 

€)XỔ Tx=6<s(x+l(XỔ x 6)=0<3(x+lJ(x+2J(x- 3)=<0 

Phương trình có 3 nghiêm x=< l:x= 2vàx=3. 

d)x + x `+6xÌ= §(x + 1) £>(X + + D(X” + 5) =0 vỏ nghiệm, 

8) Ìx — IÍ+ |2 - xl= 2x 


X | z l 2 ˆ 
| - : 
|x -H | x+l K=Ï | $= Í 
| - x }'. ấ 3-X 0 x 3 
la+llil2 xỈ | % 3g I | 2x -3 


# lrên( z2: l), có phương trình 


3 
<»x= _ (thích hợp) 
4 


: š I 
„ có phương trình 2x = | ez x<= (khong thích hợp). xz 


# Niên [Ek 


Không phái là nghiệm 


Tên (2: +2). có phương trình 2x - 3= » = 3 vỏ nghiệm 


Vậy phương trình có [ nghiệm X = 3 
bll-xỈ lx 2L lv 3=} 
3 
X | ⁄ | 2 3 : 
[I - xỈ lI-g # x-ji g¬Í X 
|x 3| l3- m 2-x Ủ x2 X 
|x- 3l | LÊ. Nj % l &-$  Ủ 
lÍ=A|~li-ðƑ le ä | x 4 3x-6 x-2 | Xx+ 
LAN E 


® - Trên khoảng (—=ø; 1), có phương trình x - 4= 


= ý . | 
* Tiên (l; 2), có phương trình 3x - 6= 5 


(khóng thích hợp). 


# Trên (2 ; 3). có phương trình x =-2= 


Ị 
2 


>S>X= 


l 
= 
| 
^ 
Ụ 
Ú) 


(thích hợp) 


* Trên (3; +œ), có phương trình - x+ 4= : cSx= 32 (thích hợp). 


*x= l,x=2,x= 3 không phải là nghiệm của phương trình. 


Váy phương trình có 2 nghiệm x = 2 5 và x= 32. 


a) X1+Vx-I=2 (1). Điều kiên xác định Vx > I 


x<2 


de |£X— =8 -xŸ 
(2-x>0 
B Š+ v5 
l _ 
| Fs 

di g~SSS 

L E) 
5= v35 
T =e ~1,38 >I 


$ : nn 5 
Phương trình có l nghiệm x= Ỷ 


bà A/25x” - 25 + 5x =2. Điều kiện xác định lxi 3 1 


“ 
| 


1 sẽ ) 
35Xˆ-25 -t2-5x)” 
dệt 
3 


-V 


|x<2 


254” -25- 4 - 20x + 25x” 


®-lL=4 -4x + xỀ [x°-5x+5=0 
› = 


2--5x>0 
L 
29 
š 2 
«c>‹ s Vỏ nghiệm. Vậy phương trình vô nghiệm. 
k‹: : 
5 
h CN  Ộ : : - 
a) Vì x= n là một nghiệm của phương trình x“ - mx+m+l=0 (l) 
z 
, 3F f3 5 13 13 
nên & _m| =Š +m+l=0 @—m+—=0«m=——-. 
2 2 4 10 
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3 
Thay m = ¬a vào (1). Ta có phương trình 


3a 13 13 


X + CC K=——-l=0<10x” +13x—3=0 
10 10 
= -13+17 -l3=Ï7_ =4 
A =289 V/A =l74X,= TA co § N khoe 
20 ĐÙ 3 ề 20 2 


13 3 X1 ẹ 
Vậy với m = T thì phương trình (1) có hai nghiệm : 


X:== Về X;= 


I 
—\V 
b] 


t2 J[Gð 


b) Vì x = I là nghiệm của phương trình 2x” - 3m ˆx+m=0(*) 
thÌ 3m” ~ đm- 2=:  me= l;m=-— 
- Với m = l, phương trình (®) trở thành : 


: 
2x -3x+l1=0=>»xi=l;xạ= 


— Với m= = phương trình (#) trở thành : 
sả - Ị 
3x? —3 25x =0€6x”~4x~2=0=xị =liX; =~: 
§ 3 * 3 


a) 2x” + 12x— lãm =0 
A'= 36 + 30m 


A<0<3 36 + 30m <0<>»m< : : phương trình võ nghiệm 
` 6 ko Hi C02 ST, 
W#'=0«» 36 + 30m =0<>m = -- : phương trình có nghiệm kép: xị = xạ = -3. 
Š 


A'>0<@ 36 + 30m >0<>m> - : : phương trình có 2 nghiệm : 
~6 + V36 + 30m ~6 ~ V36 + 30m 
Ð Xe À vs, :X=— = 


kh 2 › 2 


: PÀ 
b) x" - 2(m - I)x+m “=0 


3 hÀ P‹ 1 
A'=(m-l)-m =m-2m+l-m =-2m+I 


A'<0<> -2m + I<0<»>m>-: phương trình vô nghiệm 


A'=0<>-2m + l =0<>m= —: phương trình có nghiệm kép : 


tem t2Ì— 


19. 


H. 


| 1 
Xị=#2 = Ht 1< — = Le <=. 
_ 2 2 
h l 
A'>0<› -2m+l>0<»m< si : phương trình có 2 nghiệm : 
~l#V1-2r 
Kia = — ñ = =m-I+vI-2m. 


Phương trình X” +ax +b=0 (1) có AI= a 4b 
Phương trình XẺ đt px+tq=0(2) có As= p - 4q. 
Ai+As=a +p°-4(b+d) Œ®) 
mà ap> 2IĐ-+-4) tứ 2Rp 5H +4): -3ap £— 4u + nộ 
ca? +p _ 2ap <aẺ tp = 4(b+dq) 
«+0<(a-p)ˆ<aˆ +pˆ-4(b+q) _ Nhớ 


Từ (#) và (#*) suy ra Ái + A› >0 = ít nhất một trong hai số Ái , A2 không 


âm => ít nhất I trong hai phương trình đã cho có nghiệm. 

f(x)= X+ px +q =0 vô nghiệm <3 Ar= p - 4q<0 

g(XI= M4 DỊX + gị = Ô vô nghiệm ; A; = ph —4q¡<0 

f(X) + 8(X) = 2X” + (p + pj)X + (q + q,)=0 

có Á = (b + pỊ)” - 8(q + qị) = (p + pỊ)” - 2(p” — Ar+ pỆ—A,) 
h 


= pị+ 2pip+ p - 2p ` *2Ar- 2 Dị +2» 


D 2 3 2 
= 2(Ar+ A¿) - p +2ppị =p[ =2(Ar+ A¿)— (p— pị) <0 


Vậy phương trình f(x) + g(x) = 0 vô nghiệm. 


3 
- X” - 2(m - 2)x + m(m - 3)=0 


5 


A'=(m- 2) - m(m 3)=m” 4m+4 m+3m=4-m 
A'>0‹›>4-m>0«<»m<4 

Với m < 4 thì phương trình có hai nghiệm XỊ, Xa : 

Xi#+x;y= 2(m 2} Xự; Xạ = m(m ~ 3) 

0<%(Xị tXz)[(Xụ +X;z)°~3,x;]=0 

«2» 2(m - 2)[4(m gỊ”- 3m(m - 3)]= 0 

«2 2(m - 2)(4m” - 16m + l6 - 3m” + 9m) =0 


«s>2(m 2\\mỶ - 7m + 16) =0 <»> m = 2 (thỏa mãn điều kiện m < 4) 


Vậy nếu m = 2 thì phương trình có nghiệm xị, xạ thỏa mãn hệ thức 


133 
xị #x) =0. 
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13. x”+(m-— l)x~ m=0 có A =(m ~ 1)” + 4m = m” ~ 2m + Ì + 4m 
=m“+2m +l=(m+l) “>0 Ym. 
: : : . = .. ƒXetxạ=I-m 
Phương trình luôn có nghiệm với m = 
X¡X; =—m |-*t; =m 
= XỊ +X¿ ~ XIXạ = | không phụ thuộc vào m. 
14. a) Phương trình 2x? ~ 4(m + 1)x+m - 2 =0 có hai nghiệm trái dấu khi ac < 0 
«© 2(m - 2)<0 ©m <2. 
b) Phương trình (m + 2)X” ~ 2(m - l)x + m - 2 =0 có hai nghiệm trái đấu 
khi ac < 0 © (m + 2)(m - 2) <0 > 2- <m <2. 
15. Phương trình (m + l)x + 2(m + 4)x + m + I =0 có hai nghiệm ảm phán 
biệt khi m + I #0 và: 


l -_ 2 
4A >0 xhng (m+l)ˆ >0 tôi+4+m+Dtm tá—m~số 
P=S>xU œJ +» ©j1>0 
a m+] tn+4) 
-Š ~2(m 3-4) vn 
se  n m+l 
2m+5>0 
m+4>0 3 
m>-=— 
©j|m+l>0 œ@ 2 eSm>-], 
m+4<0 bạt 
Im+l<0 m<-4 


16. a) x ~ 4x +m+ I =0 có hai nghiệm dương phân biệt khi 
khai), 4-m-l>0 [m<3 
P=~>0 ©&jm+I>0_ ©&s‡m>-le-l<m<3. 


-b 4>0 4»0 
S=—>0 
a 


b) Với -I < m < 3 thì phương trình có hai nghiệm dương xỊ, Xạ 
[xị+x; =4 
|; =m+#l 

đi ty =v5<>(xị + Jx?Ÿ =(V5 

©>xi+X; +2 jX;X; =5 S41 2m+1=5 2m+1=l 


3 
—) Ti =, San Ík2 co ng 2 tố (1:3). 
2 4 4 
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17. Coi phương trình vx` = 4x+y - 3= 0(#*) là phương trình bậc hai, ẩn là x; 
y là tham số. 
A=4-y(y- 3) =4-y? tầy=-y +3y+4 
==y" +4y- y+4=y(4- y) +(4- y)=(4- y)(y + l) 
Tổn tại cập số (x. y) ©> (*) có nghiệm €» A' >0 3 (4 ~ y)(y + 1)>0 
©œ-l<y<4 
GTLN của y = 4. Khi đó A' = 0 nên 7 n 
a y 4 2 
2 


GTNN của y = —1. Khi đó A' = 0 nên ““... 
8 y — 


3 2 Ầ 2 3 2 
18. a)x +x -2=0<{«ẰSx -x †+2x -2=0<4^(x- l)(x“+2x+2)=0 
*x-1I=0ex=l 
*x +2x+2=0 vô nghiệm. 
bì xỶ + x)+ 6x” + 5x +5 =0 
©x @x +x+1)+5(x°+x+1)=0 
c (Ÿ+ s4Ÿ +x+l)=0: vô nghiệm. 
c) xỈ+ 1x —8=0. Đặt x =t(t>0), có phương trình 
+7t - 8 =0 có 2 nghiệm t\ = I, tạ = —8 (loại) 
x =l=x=tl, 
4 3 2 
đ)x - 5x + l2x"- 20x+ l6=0 (9) 


Thay x = 0 vào vẽ trái thì vế trái bằng l6 # 0. Vậy x = 0 không phải là 
nghiệm của (*). 


Với x #0, chia 2 vế của (*) cho x? được phương trình : 


2 20 ậ 
xÃ -ảv sID— 2 v T5 sõ 5|#+$]H{ss‡ +12=0 
x §# \ Kˆ x) 
, 2 
Đặt x+  =t tủ x+2) -ữ xi lộ ca~e ca NŠ+ cổ =8, 
- " +? x? 
'Ta có phương trình : tỶ - 8 ~ 5t + 12 =0 .©s tŸ ~5t + 4 = 0 có hai nghiệm tị = Ì 
Và tạ = 4. 
si š 4 2 < Sẽ 
* Với tị = I thì x+—=l ©x“-x+4=0 : vô nghiệm 
bŠ 


* Với ty = 4thì x ti =lt21xÊ ¬xs4=0 có nghiệm xị = xạ =2. 
X 


69 


19. a) Jjx+3+vVvVx+8=5:ĐKXĐ:x>-—3 


20. 


21 
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(VX+3+Vx+8)2 =5” ©x+3+x+8§+2\(x + 3)(x+8) = 25 
©>2\J(x+3)(x+8) =l4-~2x © 3/(x+3)(x +8) =7—x 


7-x>0 
bế =25 


x<? 


j.a.. 


«sx=l (chấp nhận vì thỏa mãn ĐKXĐ) 


Vậy phương trình có I nghiệm x = l. 
b) x” -2x-7+ 3(x +1)(x ~ 3) =0 
ĐKXĐ:x<- l hoặc x3 3 


x?~2x~7+3Vx”~2x~3 =0 


©x”~2x—3-4+3Vx”—2x—3=0 


Đặt Ýx? - 2x~3 = L(t >0) ta có phương trình : tỄ + 3t - 4=0 
tị = l; tạ = =4 (loại) 


Với t= | ta có Vx”- 2x-3 =l<>x”-2x~3=l©x2-2x-4=0 
Á '=ã: xị =1+ V5, xạ =1~5 thỏa mãn ĐKXĐ. 
Vậy phương trình có hai nghiệm xị ; =1#+5. 


Phương trình x”+bx+c=0 (1) có Ai= bỂ-4c 
Phương trình x” + cx + b=0 (2) có A› =eŸ ~ 4b 

Ai+Aa=bf+cˆ— 4(b +) Œ) 
tt.” = 2(b +c) = bc  4(b + c) = 2bc. Thay vào (*) ; 

6 

Ai + A¿ = bỂ + cŸ - 2be = (b — c)” > 0 = ít nhất một trong hai số \¡. A2 
không âm =3 ít nhất một trong hai phương trình đã cho có nghiệm. 
Giả sử phương trình x'+ px + q= 0 có hai nghiệm dương xị và xạ Theo 
3=xị +X; =—p (p<0) 


định lí Viet: 
P=x¡.x; =q(q>0) 


Gọi nghiệm của phương trình phải tìm là y¡ và ya thì : 
§'=yi +; =vJXị + Xa S” =xi +x; +2 X2 
cư c 
P`=yi.y; =\JXIXa P”=xix; 


Siềi 


s2 =-p+3VÐ piehhiess 
c Si < 


p° q (P`- vụ (vì P'>0ì 


rˆ——= 
Vậy phương trình phải tìm là vŸ _ \-p+2⁄q y+ Ni =0, 
lx - Il(x +2)+m=0 

* Với x > ] thì ta có phương trình 
(x~l)&x+2)+m=0e»x)+x-2+m=0 

A=1- 4(m-2)=9- 4m 


9 
Nếu A <0 «>9 - 4m<0<>m> P) thì phương trình vô nghiệm 


Nếu A=0<>m= h thì phương trình trở thành 


1 : 
xX +X+ —=0€x= “;. < I (loại). 
4 2 
Phương trình vò aghiem. 
9 =I=f8- 
Nếu A>0<m< - thì xị= -1-J9-4m vụ (loại) 
4 #) 
-l*  9- 4m 
' 2 


>] 


-I+X⁄9-4m ,... ,„. =I+ý9-4m 
nh NGE- là nghiệm khi 2 


=) M9-4m >3 <+9- 4m>9<>m <0 


-] 8—đữny 
Vậy: _m <0 thì phương trình có nghiệm x ——- 
9 
m “` thì phương trình vô nghiệm 
* Với x < I thì phương trình (l - x)(x + 2) + m = 0 
€sx #x-2- m=0;A=9+4m : 
*A<0=9+4m<0=>m <~ấ: phương trình vô nghiệm 


*A>0m> : thì Xị =— ai chấp nhận 


-IrV9rám 


Ka= <I©v9+4m<3 


<>0<9+4m <9 es~Š <m<0 


7I 


9 
Vậy: *m<--- vỏ nghiệm. 
` 4 


9 ~l*\9+4m 
*—==<m<0:2nghiệm Xi =— =5. 60 dÓ2 
4 3 ni 2 
1 J9: 4m 


*#*m>0: Inghiệm : x¡ = » 


Tom tắt : 


9 
* Nếu m< ~- 5 phương trình võ nghiệm. 


9 
* Nếu - ¬ <m <0 thì phương trình có 3 nghiệm : 


ý ST VÓ TA _ -l-v9-4m. _ =l+9+4m 
I 2 Lán)”. 2 TNN 2 
* Nếu m = 0 thì phương trình có hai nghiệm xị = l và xạ = -2. 


=l1=v9+4m 


* Nếu m > 0 thì phương trình có l nghiệm x Xu yG TƯƠNG : 


§3. PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH 
BẬC NHẤT NHIỀU ẤN 


I. KIẾN THÚC CẨN NHỚ 


1. Phương trình bậc nhất hai ẩn có dạng : ax + by = c, trong đó x, y là ẩn : 
a, b, c là các số thực đã cho và a, b không đồng thời bằng 0. 
2. Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn có dạng 


Hào =C 


(1l) 
AsX + bạy =Cy 


trong đó cả hai phương trình đều là phương trình bậc nhất hai ẩn. 

Cách giải: Có ba phương pháp giải hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn 
a) Phương pháp thế. Từ một trong hai phương trình của hệ biểu thị một ẩn 
qua ẩn kia rồi thav vào phương trình còn lại. 

b) Phương pháp cộng. Biến đổi cho hệ số của một ẩn bảng nhau về giá trị 
tuyệt đối, rồi cộng vế với vế của hai phương trình lại nếu hai hệ số đó khác 
dấu; trừ vẻ với vế nếu hai hệ số đó cùng dấu. 

e) Dùng định thức cấp 2. Chàng hạn với hệ phương trình (1) 


T2 


& {Ít ZlLcm xe B.=†t 5l. 
VẺP bế Hầu C¡Ða — caBi ; y "k, tị AỊCa -8s€¡ 
| D 
xe—+ 
_ và - sa D 
Nếu I) z 0 tì nghiệm của hệ là 
)- 
D 
3. Dạng tam giác của hệ ba phương trình bậc nhất ba ấn là : 
aix+biy + c¡Z =dị a,x=d 
bạy tcsz=d;, (2) hoặc 4a;x+b„y =d; (3) 
dì a‡x+bayy +caz= dị. 


Cách giải 
Đối với hệ (2) ta tính từ cuối lên, trước hết tìm z rồi thay vào phương trình 
hai tìm y, thay y và z vào phương trình thứ nhất tìm x. Đối với hệ (3) thì 
làm ngược lại, tìm x, sau đó tìm y và cuối cùng tìm z. 

aiX + bịy + c¡Z= dị 
4. Hệ ba phương bậc nhất bạ ẩn có dạng 4ayx+byy+cyz=d; (4) 

ayX + bạYy tcyz= dị 
Cách giải 
1) Có thể dùng phương pháp thế hoặc phương pháp cộng để khử dần các 
ẩn số để đưa vẻ dạng tam giác 
2) Dùng định thức cấp 3 : Chẳng hạn hệ (4) : 


là, bị cCị 
D=lay bị cạ| =apbycs tbicyay + cụayby —crbaa — aieybr — bịayc3 
ay Đy C¡ 
đị bị Œ la đị cị _ bị dị 
D.=|dy by c;|,D =lay dy cạị,D,=lay bạ dị 
| Đy cœ an dị Cà ay bạc dạy 
..® 
D 
“ Dý 
hếu ID z 0 thì nghiêm của hệ phương trình (4) là : 4y = _— 
”-.ế 
D 


T3 


Ví dụ 1. Giải các ¡ hương trình sau : 
a)2x- 3y=7; t)ỳ4: + š z0 
-ÿ 
Giải. a) 2x — 3y = T ©> y = = 
x tùy ý thuộc I§ 
Phương trình có nghiệm 2x—7 
Y = 


3 
Hoặc 2x - 3y = 7 © x= 3y+7 
xe? 
Phương trình có nghiệm |` ` 2 

y tùy ý thuộc IR 
b)4x+Sy=0 

- -5 

4x+5y=0c<‹>x= ¬ 


1=. 
Phương trình có nghiệm „ 
y tùy ý thuộc 
: -4x 
Hoặc : 4x + 5y =Ữc+>y= =% 
x tùy ý thuộc IR 
Phương trình có nghiệm —4x 
j- 
Ví dụ 2. Cho phương trình (tm? - ])x + (m + l)y =2m 
a) Xác định m để phương trình vô nghiệm 
b) Giải phương trình khi m = I 
c) Giải phương trình khi m = 0 
Giải. a) Phương trình vô nghiệm khi và chỉ khi : 
mˆ~I=0 m=#l 
m+l=0 ©4m=-l€©m=-l 
2m#z0 mz0 
Vậy nếu m = -1 thì phương trình vô nghiệm. 
b) Nếu m = I thì phương trình trỏ thành : 0x + 2y = 2 
x tùy ý thuộc 


Phương trình có nghiệm ì 
Y = 


œ) Nếu m = 0 thì phương trình trở thành : -x+y=0<»y=x 
tùy ý thuộc R 
Phương trình có nghiệm Ì ME loan 
y=x 
: : : X=y 
Hoặc phương trình có nghiệm ị Tai 
|y tùy ý thuộc lR. 
Mí đụ 3. Giải hệ phương trình 
y=ll-2x (l) 3x=y+l (l) 
aU) ‡ b 
Ấx-4y =8 (2) 6x—2y=5 (2). 
Giải. a) Phương pháp thế 
Thay (1) vào (2) ta có: 5x - 4(I1 - 2x) = 8 © 13x = 52 ©©x=4 
Từ đó suy ra y= II-2.4= 3 
Vậy nghiệm của hệ là (4: 3) 
Phương pháp cộng 
J2x+y=l 8x +4y =44 
(a) © œ+ 
Ì5x-4y=8 7” |5x-4y=8 
13x =52=x=4 
suyra8+y=ll=y=3 
Vậy nghiệm của hệ là (4; 3) 
Phương pháp dùng định thức cấp hai 


# 1 „H í 2 11 
Đ=i_ =3: Ð,.= ==5Z: D,= =-39 
- * |8 -4 ” lš 8 
_532 _ 

-13 
"... 

LÔ mã 


b) Từ (1) ta có y = 3x - 1. Thay vào phương trình (2) ta được : 
6x - 2(3x— 1)=5 ©©0x+2=5. 
Vậy hệ phương trình vô nghiệm. 
Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 
XI +X; +Xs +X¿ =[ 

3x+y=z=l (1l) 

a) 42x—y+2zz5 (2) ; b) 
x-2y-3z=0 3) 


XỊ —X¿ +X +X¿ =2 
Xịi+XạT—X;+X, =3 

Xi +X¿ +Xạ—X¿ =4 

Giải 

a) Đưa vẻ dụng tam giác 

Nhân hai vẻ của phương trình (1) với 2 và nhân hai vế của phương trình (2) 
với -3, rồi cộng vế với vế của hai phương trình này, ta được hệ phương trình 
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3x+y—-z=l (l) 

5y-§z=-l3 (2)' 

x-2y-3z=0 (3) 
Nhân 2 vế của phương trình (3) với -3, rồi cộng với phương trình (1), 
được hệ phương trình 

|bẻ#; boy () 

ã5y-8z=-13 (2)' 

ÌDy+& =l ‹@} 
Nhân 2 vế của (2)' với -7 và nhân 2 vế của (3)' với 5, rồi cộng hai phươ 
trình này, ta được hệ phương trình tam giác : ` 


3x+y-— z=l 
5y-8z=-13 
96z= 96 


Từ phương trình cuối ta được z = I thay vào phương trình thứ hai ta đưi 
y=~I. Thay Zz= l và y= -l vào phương trình đầu ta được x = l. 
Vậy nghiệm của hệ là (x; y; z) = (1l; -l; l) 


—KI †X; +X: tXz¡ ST 7 q) 
b) Xị—X¿ tXs+X¿ =2 (2) 
XỊI+X; -XstX¿:=3 3) 
XỊ FX; +Xịy—X; =4 4) 
Cộng 4 phương trình trên ta được hệ phương trình 
—KI +X¿ +X; tX¿ =Í q) 
XI +X; +†Xy + Xã: =5 @2)' 
XI +X;~Xy+X¿ =3 (3) 
XI +X;+Xs—X, =4 4) 
Cộng (1) và (2)' ta được hệ phương trình 
XỊ +X; +Xy tX: =5 (2)' 
Xy+Xs+X, =3 q)' 
Xi +Xa—Xs+X. =3 @) 
XỊ #X; #X; —X; =4 4) 
Nhân hai vế của (3) với - I rồi cộng với (4) ta được hệ phương trình 
XI+†Xy+Xy+ Xi =5 @)' 
X;y+Xy+ Xi=3 (q' 
2xX4—2x„ =l @)' 
Xị +®Xg +Xu— Xa =4 (4) 


Nhân hai về của (4) với (—L) rồi công với (2)° ta được hệ phương trình 
[xi+txa#£Xị+ xi =5 


J Xu#Xa+ Ru=3 

| 2xyT—2X„ = 
3 : 

| 2x„ =1 


Từ phương trình cuối ta được Xx„ = = Thay giá trị này vào phương trình thứ 


bà ta được xạ = l. Thay xị= — và xạ = Ì vào phương trình thứ hai ta được 


bò |— 


” 
hờ | 2 


ợi l Là % X1 ý 
. Thay x¿= 383“ l, X;< š vào phương trình thứ nhất ta được 


: 3 1 
xị =2. Vậy nghiêm của hệ phương trình là : (xỊ: Xạ: X3: Xạ) = (2: 2” l: 2) 
Chủ ý. Ta cũng có thể giải phương trình bằng cách sau : 
Cộng (1). (2), (3). (4) ta được phương trình xị + Xa + Xị + xạ = § 2) 
Lấy (2)' trừ đi (1) được 2xị = 4 <3 xị = 2 


: : 3 
Lấy (2)' trừ đi (2) được 2x3 = 3<» xạ = 5 
Lấy (2)° trừ đi (3) được 2x = 2 3> x; = Ì 
Lấy (2)' trừ đi (4) được 2x = Ì c> xị= _ 


: S2 sả Ee - : mx +3y = -m 
Ví dụ Š. Chai và biện luận hệ phương trình Ị 


{3x + my =8 
Xà lm 3|} › 
Giai. ] | =m”" - 9-(m-~3)(m +3) 
m 
Í-m Ạ| 3 lm -m 
DỤ = -m” -24 ; D, =|. =8m + 3m =llm 
8_ mị y |› 
Nếu D z0» mˆ 9z0<‹›mz+3 
mˆ -24 
th —=— 
Hệ phương trình có một nghiệm duy nhất m° =9 
_ llm 
` mˆ 9 


Nếu D=0<s mẺ~9=0>m =+3 


= Tà 3x+3y=-3,__ Hệ 
* nếu m = 3, hệ trở thành : hệ võ nghiệm 


3x+3y =8 
T1 


Z MS =x#3y=8.. n 
* nếu m = -3, hệ trở thành hệ vô nghiệm. 
3x—-3y=8 
Chú ý: 
Nếu D = 0 mà D, z 0 hoặc D, # 0 thì hệ phương trình vô nghiệm 
Nếu D = 0 mà D, = 0 và D, = 0 thì hè phương trình vỏ số nghiệm. 
(m+l)x-2y=m-~ l 


Ví đụ 6. Cho hệ phương trình bộ Ẵ 
mˆx-y=mf +2m 

a) Giải và biện luận hệ phương trình. 

b) Xác định m © Z2 để hệ phương trình có nghiệm duy nhất là nghiệm n;guy 

Giải 


m+l -2| 2 
a)D=[ y [w-3sesensEli«b 
m-—l =5 3 3 
LÍ 3 ==m +l+2mˆ” +4m =2mˆ” + 3m +] 
ta ˆt#2m =Ï 
= (2m + l)(m + Ï) 
Ị 
m+l m-~Ì 
TH 3 mỶ+2m” +mẺ +2m~m + m” - 
mm "!2m 


= 4m" + 2m = 2m(2m + l) 

| ánh 

* Hệ phương trình có Ì nghiệm khi D z 0 c> (2m + I)(m -l) Đi” =Ỉ 
m 


DV( _(2m:ltm!Ởl) mới 
D (2m!l)\m-l) m-1 
D, __2m2m+l) 2m. 


5 (2m + l)(m - I) m~] 


2x-2y=0 2x-2y=0 
e Với m= I, hệ phương trình trở thành j“*” “Ÿ⁄=Ÿ ¿„ J“X~ 4 
x-y=3 2x-2y=6 
nên hệ vô nghiệm (Hệ vô nghiệm vì D = 0 và D, = 6 #0) 
* Với m= S8 „ hệ phương trình trở thành 
nh s =.—NN .. 
T@ nên hệ võ số nghiệm. 
_ x-4y=-3 


T8 


(Võ số nghiệm vì D= Dy = D, =0) 
x=4y—3 


Nghiệm của hệ phương trình A2 : 
y tùy ý trong ÏR 


b) # Với m 2 ] và m z „- hệ phương trình có nghiệm duy nhất 


| m+l 
le Sa 
| m—l 
| 2m 
===. 
{ m-l 
m+l m-l+2 2 Ø 
| —=l+——_cã 
xe 2,ye Z khi: gu =j LG nh 
2m 2m—2+2 Ñ. ,.VW 
————=2+——C# 
m--l m—Í m—l 


=>mn - | là ước của 2: 


xe 
m- l= lz>m= 2: hệ phương trình có nghiệm | 3 
}y=4 
: D c- x=-l 
m— [=-l<>m=0: hệ phương trình có nghiệm : ñ 
y= 


x=3 
y=s 
K=0 
w»ử 


m - [=2<‹>m= 3: hệ phương trình có nghiệm : | 


m~ l= -3<>m= - l; hệ phương trình có nghiệm : | 


Vậy nều m = 2; 0; 3; —[ thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất là nghiệm 


nguyễn. 

Ví dụ 7. Xác định tham số m để hệ phương trình sau có một nghiệm duy nhất 
Ix+fl+m)y< 0 qœ) 
| 
(Ú. m)x: my lim (2) 
(:mux:(12 m)y- -(+m) @) 

+L3y ,. JXt(I+m)y=0 1) 
Giải. Từ (L) và (2) ta có : Ị ( ù L (@) 


{d- m)x + my=l+m (2) 


I 1: ml 2 2 
h | m-~l‡m“ˆ =m“+m-l 
m wW\ 


Hệ phương trình (D) có nghiệm duy nhất khi D # 0 <3 m+m-lz0« 


12? v3 
2 


m+ 
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lÙ l+m 3 1 0 
D,= =-(m+“ ; D.= =l+m 
l+m m } |l-m l+m 
| - -tm+ ĐỂ 
Vậy hệ (1) có nghiệm m=+m 1 
l m tÌ 
=—=—— 
m"+m-l 


Thay giá trị của x, y vào (3) : (I + m)x + (12 - m)y =- (I +m) 
-(m+l` (12 
GÀ cluic SỘI, lộ: co 


mì + Ì) 
hả, ~(m +Ï) 
m“+m-] 
tý JJh 2X -'fb8 #JŠ -l 
với điều Kiện mz Đ — 


3 ~(1 + m)Ÿ + (12 - m)(m + 1) +(m + I)(m°+m - l)=0 


<>(m + l)(-2m + I0<0© [ng 
m-§ 


x=0 
Với m = -I thì hệ phương trình có nghiệm ị 


y 0 
-36 
““ 
Với m = Š thì hệ phương trình có nghiệm H 
} 
29 


Vậy với m = -l,m = Š thì hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhiất. 


1II. BÀI TẬP 
1. Giải hệ phương trình 


lê o2 S0 NG... 
k5 +2 X-Y tầy 
“in . : * vs .= 
“—=+———=2 #tễ Sr——- „-=-Ï 
x-ã8 y+2 2x-y xx®43y 
2. Giải hệ phương trình 
ø 2|x —6|+ 3|y + l|= 5. ` 4|x + y| + 3|x - y|= 8 
ủ Slx -6|l~ 4|y + I|=1 ` 3x + v|— 5|x - y| = 6 
3. Tìm nghiệm của các hệ phương trình sau : 
x+2y-z=5 3x+2y~ 4z =9 
a) 43XT— 4y +z = -Š : b) 'x+3y+2z =2 
2x+y+3z =4 5x-y+z=3 


§0 


4I. 


s. 


10. 


11. 


Xác định a để hé phương trình sau có I nghiệm duy nhất : 
[ax 2y: - 3  l2x -3y =I1l 
HỖ ` b) . Ÿ 
|3xey 0 " y =4 
Xác định m đề hệ phương trình sau vô nghiệm: võ số nghiệm. 
K=W # | [2x+y=m-I 
a) J x 4 b) ` 
(4x- 4y ml 14a +2y=5 


8 - y = 2 


® F ` | 3 
Cho hệ phương trình - 
(3x ¡ my :Š 


Xác định m để hệ phương trình có một nghiệm (x, y) thoả mãn 
&§ÈW=I~==—— 


6mx +(2- m)y --3 
Cho hệ phương trình ị ` ly 


) 


(m_ l)x my = 
a) Giải và biên luận. 
b) Giá sử (x;: y) là nghiệm của phương trình. Tìm hệ thức giữa x và y độc 
lấp đôi vớ m 
Ímx y1 
Cho hệ phương trình ị ` 
Ìx ! 4(m ![)y - 4m 
a) Giải và biên luận. 
b) Xác định mc 22 để hệ phương trình có nghiệm duy nhất là nghiệm 
nguyên. 
Giải và biện luận hệ phương trình 
lñ Lb)x lí(a b)y ca 
\Óa h)x t(2a + b)y -b 


Xác đình à, b để hệ phương trình 


Jax ty bi „ : 
a) có một nghiệm. 
l3 t2y 
|y As =b : ; 
h) võ nghiểm. 
|2 3v 
lãết+k# rũ KP „ „se, 
€) {4 có vô số nghiệm. 
Ìx L2y=a 


Số a bảng 80% số b, số e bằng 140% số b. Tìm ba số a, b, c. Biết rằng số c 
lớn hơn số ä là 72, 


8l 


HƯỚNG DẪN GIẢI 
10 I 


l. a) tờ =1 ĐKXĐxz5:y#- 
x-§ y+2 
25 3 
———+ =2 Đặt ca =Íp Sa v ta có 
x-5 y+#2 Ä ;ã-' y+2 
lÖu ! v mm I 
30--25 =5 
25u ! 3v .-2 J25 3 
È. 1 10 1 
Dụ # =.3'— Dy = 20~ 25 = =5 
J2 3 95 2 
D 
u=—a b .Dy = 3 l 
D Bị D k] 


Ñ Ô x=8 +8 I0 
2 <» J ‹> v (thích hợp) 
=¬Ï y 3 


Ì ö ¡ý ME : 
y+2 
c : x=l0 
Vậy hệ phương trình có nghiêm 3 
Ÿ#=- 
32 
_-e bê Hú 
2x ~ 
b) ng ĐKXĐ: x # Ï:xz- 3y 
SG 2 
23x~y xt3y 
I l s _ 22u 1 32v 
Đặt =——— ~uị =- v ta có hệ phương trình 
2x -y xKiầ3y 4u - 48v 
27 33 
D = 1296 - I440= -2736 
45 -48 
|7 32 
Dụ =| = 336+32= 104 
|1 -48 
Nm 7 
Dy = =--27- 3l5=-342 
45 — 
& Đụ. 301 1 Dy 3442 1 
2736 9 D 27136 8 


xẻ y _$ 
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7 
| 


TU phương trình (Ì) tà có y =2x - 9(#) 

Tay vào phương trình (2) ta có phương trình 
x+3(2x - 9)=8‹+ 7x = 27 + 8 © 7X = 35 @ X = 5 thay x = 5 vào (*) ta 
tìn được:y= 10 9=l 

x=Š5,v= | thoả mãn ĐKXĐ. 


x=ấã 
V:y hệ phương trình có nghiệm 
y= 
ƒ2|x-6|+3|y+1leS 
a) ` 
Ì5|x=6|~4[y+1l=1 
Đát.u=lx - 6Ï; v=ly + lÍ ta có : 
sưủu 3V =§ ở 3 
D § lã- -233 
$u - 4v =[ 8 =4 
5 g § 
D, =-20-3=-23; Dy =|_,|=2-25=-23 
5. — 1 
3: =.. 
z Dụ l: v bà Nhan 
D 23 


y+l=l 
y+l=~-l 


R : [X~7,J§@=#f ,jJ&=3.. lka=3 
H phương trình có 4 nghiệm | _ \ = Ũ và n 
ý⁄*Ù j "=2 tý yx~¿ 


Í4|x+y|+3[x=y|=-8 : 
h) làm tương tự như a4), ta tìm được : 
3lxry|-5|x=y|E6 
_ : x=l ; J&==1 
HỆ phương trình có 2 nghiệm và 
y=l |y=-L 
XU Z5 ( 
W)‡3X 4y kz= <5 (2) 
2xty+32=4 (3) 
Cộng (1) với (2) ta có hệ phương trình 
Íx+2y-zx=5 đ@) 
4x - 2y r0 (2)' 
3xtyt3⁄-4 3) 
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Nhân hai về của (l) với - 3 rồi cộng với (3) ta có hệ 


l2 -5y - -ÏÏ (q)" 
4x-2y =0 @)' 
Ì» Ly13⁄2-4 @) 
Nhân hai vẽ của (L`) với 2 và nhân về với về của (2`) với Š rồi cọng chúng 
với nhau ta được hệ : 
22x~22 
4x-2y=0 
2 


2x+y+3z =4 
Từ phương trình thứ nhất ta được x = I. ƒ 


Thay x = l vào phương trình thứ 2 ta 
được y = 2. thay x = l, y =2 vào phương trình cuối ta Hà z=0. 


Vậy nghiệm của hệ Tế trình là (x:y:Zz)=(1:2: 0) 
3x+ 2y -4z- 


() 
b) nản (2) 
3x-yt+tz= (3) 


Nhân hai vế của (2) với - 3 rồi cộng với (L) ta được hệ : 


3x+2y 4z 0 (l) 
7y 10z -3 @21' 
3K~w+z =3 (3) 
Nhân hai về của (1) với 5 và nhân hai về của (3) với 3 rồi cộng chúng lại 
ta được hè : 
3x!12y- 4z. 9 (l) 
7y —10z : 3 @2)' 
lầy 1+23z.- 36 @)' h 


Nhân hai về của (2`) với I3 và nhân hai vẽ của (3) với 7 rồi cộng chúng 
lại, ta được hệ phương trình: 


3x!2y 4z 9 
4 ?y l0 3 
|3»z 201 
Giải phương trình cuối ta được z = ~1. Thay z = ~l vào phương trình thí 2 
ta được y = l. Thay z= -l, y = I vào phương trình đầu ta được x = T. 
Vậy nghiêm của hệ phương trình là(x:y :;Z)=(1:1; 1). 
[ax + 2y =3 la 2 
4. 


Si hộ x“. "” 6 


Hệ phương trình có I nghiệm khi D z 0<>a 


6z0<»az6. 
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[3x =3 = HI 2 -3 
h) ‹ = -I0+3a 
|ax - 5y =3 a =3 
10 
Hệ phương trình có T nghiệm khi D 2 0 <2 -10 + 3a z 0 c3» az TH 
Ị | -1 
g3 D-] - 0: 
|dx 4y- m+!l 4 4 
l Ị 
Ủy 4:mrl=m-3 
mtÍl 4 
I I 
DV „11: 34=m- 3 
 Jd m!l 
s 4 ậ : /D ÙÒ ƒVm 
đệ phương trình vô nghiệm khi - =mz3 
(|D, #0|m-3#0 
đệ phương trình có vô số nghiệm khi 
[D0 
[suy sm- Ban” 
[2?xv=m~-I 2 1 
là) Š =-?) 
4i kOy =5 +4 2| 
Jm E1 kí 
3y là 2m - 3-§= 2m - 7 
| 8 2 
2? ml 
3y ạ Z I0 4m: 4 14 4m 
: 3 : ,JÐ=0 Mã 
Hệ phương trình võ nghiệm khi ý đ “mm #- 
Hy ý F¿ 
(D-0 
Fẻ phương trình có vỏ số nghiệm Khi 2 y Dy 0 »m š 
mx k¿ ml 
+ ? „D= =m" +3 >0Vm 
3x + my - Š l 
* ; -Í 
Š D, 5, 2m + § 
l D kị kì 
Eệ phương trình có Ì nghiệm : | } C1 HỮU kệ 
h5 
| 
: Dy |3 5k 5m+:6 
D m t3 m°+3 


§6 


4 
#£ NHESSCAANIEMLih 


GH1X + € — BÓN. “2m „. 6m 2-m 
_lm-I —m 


(m - ])x - my = 2 
= 6m” -(m - 1)(2 - m)= 6m” ~ 2m +m ˆ+2—m 


B 
= 5m 3m+2=(m + l)(2 - 5m) 


3 2-m 
D„= =- 3m - 4+ 2m = -(m + 4) 
2 —m 
6m 3 , 
ụi= = l2m - 3m + 3 =9m + 3 
m~=il 2 
m.z —Ï 
- Nếu Dz 0 < (m + I)(2—- 5m) z-0 «+ 2_ thì hệ phương trình có Ï 
. 
m s 
ls =0. 
v. (m+ 1)2 - 5m) 
nghiệm : 
— nh. 
(mi 12 - 5m) 
= Nếu m =- I thì hệ phương trình trở thành 
0 ` 
-6Xx + 3y = 3 
là, hay 33 
-2x+ y=2 Đụ =[, Ñ C0 lukg luân 


Hệ phương trình vô nghiệm. 
—~ Nếu m = s thì hệ phương trình trở thành 


D=0 


Hệ phương trình vô nghiệm. 
b) Giả sử (x,y) là nghiệm của hệ phương trình (x # 0), ta có : 
6mx + (2 m)y = 3 n. 

c 


(m - l)x - my - 2 mx - x— my = 2 


[ (6x - y)m=3 2y nhân hai về với (x - y) 
| (x— y)m= 3+ x nhân hai về với (6x y).(y Z 6X) 
4 (x- y)(6x- y)ìm=(3- 2y\(\x y) 


-(x-y)(6x yìm=(2+x)(6x - y) 


Ụ =(3 - 2y(X—y) + (2+ x)(6% - y) 
6© 3x - 3y 2xy + 2y” + 12x -2y +6x” - xy=Ú 


gỹ 


6x” + 2y” - 3xy + lấx 5y =0 không phụ thuộc vào m. , 


NỈ, ÿw=]l 
ä 
x+4(m + l)y = 4m 


m =l 3» 2 
D= = đm” + đm + l = (2m + I)“ 
II 4(m+l) 
I -1 | 
D,= 4m + 4+ 4m - 3m + 4 - 4(2m + ]) 
4m 4(m + Ì)| 
De, 'l=dwÈ¬i<[An+lðm=l 
= = 4m“ ~ I = (2m + I)(2m 
y ! 4m ( ` 


— Nếu m z —a thì D=(2m+ ĐỶ # 0 hệ phương trình có l nghiệm : 
Dy 4mi) 4 
D- (2m: 2m+l 


Dy (2m+l)2m-l) 2m-l 
D (2m + 1)ˆ 2m + I 


y= 


l 
= Nêu m=-- 2 thì hệ phương trình trở thành : 


s6 g =Ï he 2 
2 B =. 
X+ 2y = 2 #iEfgS =8 “= 
\ - DỤC, x=-2y~2 
Hệ phương trình có vô số nghiệm s: 
ytuỳý eR 


b) Nếu m #z : thì hệ phương trình có l nghiêm : 
_ˆ 
2m +tÌl í 
_ 8mn=I_ 2md41-2„_. 2 
2m + l 2m +l 2m + I 


§7 
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<> 2m + I là ước của 2, mà 2m + I lẻ nên 2m + l = +] 

2 ` 4 TA x= 4 

* 2m + I = l e>m =0. hệ phương trình có nghiệm ï 
ý=~ 


- + 
*2m+l= I<»>m=_ l,hẻ phương trình có nghiệm h y 
}x=ẻ 
Vậy nếu m = 0; m = -I thì hệ phương trình có nghiệm duy nhât là: nahiệm 
nguyên. 
(a+ b)x + (a - b)y = a 
(2a - b)x + (2a + b)y =b 


a+b a 3 2 3 3 
D= =2a" +3ab+br - 2a + 3ab - b =6ab 
2a-b 2a+b 
a a=b 3 kì 3 3 
Dy = = 2a" +ab-— ab+b =2a +bổ 
b 2a+b 
a41b a 3 3 3 2 
y* =ab+b“ - 2a +ab=b +2ab - 2a 
2a-b b 


= Nếu a z# Ö và b z 0 thì D z 0, hệ phương trình có I nghiệm 
3 
[, _Ðy _ 282 +bP 


D 6ab 
- Dy bổq 2ab -2a" 
D 6ab 
= Nếu a =0,b z0 thì hệ phương trình trở thành : 
bx - by =0 0 -b 
| 3 vÚE =b z0 
|-bx + by =b bb 
Hệ phương trình vô nghiệm 
Nếu ¡ z0. b= 0 thì hệ phương trình trở thành : 
H4 f!8W ° 4 la 4 
| nhân n SỈ 2a2 xo 
|Ðax L 2ny — 0 0 2à 


Hệ phương trình vỏ nghiệm 
Nếu a = b = 0 thì hệ phương trình trở thành : 
Tx tiỦy ~ 0 


Vô số nghiệm. 
0x:0y. 0 


[axty=b 


1U. ¿a) 4— 
|3x + 2y = -5 
a Ì 
D= | =2a—3 
B 2 


Elệ phương trình có I nghiệm khi D 0<» 3d - 3Z0<>az- 


3 
tð b 1 ` đố |n bị 3 
sản F ' Nhung, Dy =|, si Su - 3b 
D 2b+ 5 

Quế: Tờ ES” 

Nghiệm của hệ phương trình SN 
b ‹ Đy _ mỆNbh _ 3b) 
`" b 34-3 


b) y-ax=b c> ~ax+y=b 
2x-3y=4 


Hệ phương trình võ nghiệm khi D = 0 và D, + 0 (hoặc D, z 0) 


=k* Ì 2 
Sa Da hàng co garcbkesici 
b 1 
Dạy sÌ“ 3h-4z0‹»b/ 
| 2 
a= ä 
Vậy hệ phương trình vô nghiệm khi $ 4 
bz— 
3 


[ax+y=atb 


v lxa 2y=:a 


Hệ phương trình có võ số nghiệm khí D =0; D, = D, =0 


: AI, { 
D= ~ 2a —Í 
L2 
là b 1 
Dy 2ù 0 2B ¬a 2b 
ý a 3 
B ï at+b| 3 
g® M b 
} I q 
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11. 


00 


Với a=—;b= = hệ phương trình trở thành 


2 
2 


l | ø "ẩYh 1 k tuỳ ý thuộc ÍR 
Nghiệm của hệ phương trình s=v 2 hoặc 
|y tuỳ ý thuộc lš Ề 


Gọi ba số a, b, c lần lượt là x, y, z 

Số a bằng 80% số b, nên ta có phương trình : 
§0 
100 
sở c bằng 140% số b, nên ta có phương trình : 


140 
z=——y © l0z = 14 
£ 100Ỷ y 


K= 


y© Il0x =y 


Số c lớn hơn số a là 72, nên ta có phương trình : z~— x = 72 
- \ 10x - 8y = 0 
Như vậy ta có hệ phương trình sau : 410z —- l4y = 0 
z—=xX= 72 
Giải hệ phương trình này ta được (x; y‡ Z) = (96; 120; 168) 
Vậy bà sử phải tìm a, bị. c lấn lượt là 96, 120. 168. 


ÔN CHƯƠNG III 
Tìm điều kiện xác định của các phương trình sau rồi giải các phương trình ¡ 
Š | I 


: n 
a) 3X++——= l2+ k b) 5x +3 =l§1 : 
x4 x4 x+4 x+3 


Tìm điều kiện xác định của phương trình sau rồi giải các phương trình ấ 
a)I+VI-x=vx-2; b)Jx+l=V2—x. 


Các cặn phương trình sau có tương đương khóng ? Nếu khômg thì cần tÌ 
điều Niên: gì để hai phương trình tượng đương ? 
I l : 
a)2w3 ——=6+ và 2x=6 b) 2x — 5 =x và (2x - 5)x =x 
xa x2 


4. Giải các phương trình 


mi v2 4x l-x 


b 5 
b} JØ9=x” =x—3. 


§. Giải và biên luận phương trình sau theo tham số a, b 


đ 
a)ax-a =2x- 4c)a(x l)=x+ 


b 


b) 9x 37a a X; đ) a(2x 3)=x+b. 


6. Giải hệ phương trình 
= Il ~ 3 
a) ụ ` lệ: 


5x-4y =8 ` 
I 
ni 
 ÿ 

c) 1 
3 1# 
“+—=5lÏ 
xXx y 


J1. Giải hệ phương trình | 


8. Giải và biên luận các hệ phương trình 
[mxtầy mìI. 
2a +(m -l)y 3 ì 
là +(2-~m)y - mỒ 1+4 
c) 


mx +(2m- l)y - m' -2 
9. Tìmc và d để hệ phương trình sau : 


có một nghiệm (x; y) = (l; l). 
10. Giải hệ phương trình 
lh ¡3y — Ấz = Í 
A) 44X+2y - 22-7; 
\ 3yq #5 


XkVy17 l 


Này 
6x—2y =5 
10 I 
Ta 

4) *xel yx+5 
25 3 
Si tì Sư c„ cụ 
x-l y+2 


2Jx#y|=]x~=y|E3 
3|x+ty|12|x-y|E1?. 


với m là tham số : 
5x-(m- 2 
b) ( )y m 
mx + (m 1 3)y = 2m 


(c+ ĐÊx- (c+l)y-: -C 
(d-1)x+(5-2d)y-c+4 


by 3k 
b) 43x+2y+z= 9 
Re 6 


€) 4ax + Dy +cz<=đ (a, b, e khác nhau và khác 0). 


Hy k bểy rcz= d2 
11. Giải và biên luận các phương trình 
3 
a)x =u+l;: b) 


X 2 


e).- d) 2kx” - 2(V2k- 1)x+k=0, 


ml: x#d 


(k- I)x”-2x+1=0 


9Ị 


12. Biện luận bằng đó thị số nghiệm của phương trình : 
a) 3X” 2x+p=0: b)x” 3lxl+m=0. 
c) Hãy chỉ ra biểu thức các nghiệm của bì). 
13. Cho phương trình 
(aˆ—3a+2]xˆ—(a” = 5a+ 4) +uủ-a =0 (l) 
a) Giải phương trình (1) với a = 3 
b) Với giá trị nào của a thì (1) có vô số nghiệm ? 

14. Cho phương trình : (k —= )x +2x-l=0 
a) Giải và biện luận 
b) Tìm k để phương trình có hai nghiệm trái dấu ? Có hai nghiệm cùi 
dương ? Có hai nghiệm cùng âm ? Có tổng các bình phương hai nghiệ 
bằng 2. 

15. Bà em 3 lần đi cửa hàng mua vở, bút chì và tẩy cho ghútg em. Lần đầu I 
mua [ quyển vở, | bút chì và I tẩy hết 6000 đ. Lần thứ 2 bà mua 3 bút chì, 
quyển vở và ` - tẩy hết 13.000 đ. Lần thứ 3 bà mua 2 bút chì, Š quyển + 
và 3 cái tẩy 22.000 đ. Hỏi giá, tiền mỗi loại, biết ráng giá tiền mua m 
quyền vở, một bút chì, một cái tẩy ba lần không thay đổi. 


HƯỚNG DẪN GIẢI 


1. 4)3x⁄4 <°~=12+ S—;ĐKXĐ:x-4#0exz4. 


x4 x4 
Giải phương trình được 3x = 12 <> x = 4. không thoả mãn ĐKXĐ. 
Vậy phương trình vỏ nghiệm 


b) 5x + "`... cm: ĐKXĐxz+- 3 
.+3 x+3 


Giải phương trình 5x = l§5 3 x = 3 #— 3. Vậy x = 3 là nghiệm của phươn 
trình. 


2. a)1+Vl-x=vjx—2 


ƒt-x>u Kế ä 
<» 4 (mâu thuẫn) 

|x-2>0 x>2 

Điều Kiến xác định của phương trình : Không có giá trừ nào của x thịó¿ mãi 

Vậy phương trình vỏ nghiẹm. 


b) Vx11<V2-—x 


W 


X 
« j =-l<x4<2 
2—x>0 |x<2 : ` 


Vậy điều kiện xác định của phương trình là: -l < x< 2 


Tái 


) 


Bình phương hai về của phương trình ta được : x + | = K<3»2x= |] 


I : : : h 
NET (thơi mãn điều kiên xác định) 


Vậy phương trình có một nghiệm x = 


A) 2x + 61 và 2x=6 
`”) X 


) 


EKXĐ của phương trình đầu : x z 2. ĐKXĐ của phương trình thứ hai : Vx c |R 
Nghiệm của phương trình đầu là x = 3. Nghiêm của phương trình thứ hai là 
x=3..Vậy hai phương trình này tương đương với ĐKXĐ là x z 2. 

b)2x- 5=x(I)và (2x 5)x=x @Ø) 

ĐKXĐ của hai phương trình này là với mọi x thuộc Ï§ (Vxe lR) 

Phương trình (1) có S¡ = |Š]}. phương trình (2) có S3 = {0; Š} 

Vậy hai phương trình này không tương đương. 

Muốn (TL) và (2) tương đương thì (2) phải thêm điều kiện x z 0. 

a) VT có nghĩa IxI > 2. VP có nghĩa Vxc lR 

Vậy ĐKXĐ: IxI > 2 

Với ĐKXĐ trên phương trình đã cho tương đương với hệ hôn hợp : 


3 k) 
Kế VI SH « 2 
| ##U x<l l 


Vậy phương trình vô nghiệm 
b)ÐĐKXĐ: IxI < 3 
Phương trình đã cho tương đương với hệ hồn hợp : 


ñ 2 ( 3 2 
J9 KẾ “l@M—BỤP | Ð x” cự 6x19 ( 
«> 
\x-§»ủ |x>3 (2) 


Giải (1) :(1)£3 2X” 6x=0c32x(x 3)=0<3x=0.x=3 
Kết hợp (2) nhận x = 3 (x = 0 bị loại) 
Vậy phương trình đã cho có một nghiệm x = 3. 
3 ¬ 
a)ax-d =2x 4<»(a-2)x=a-4=(a 2)(A+2) 
Nếu a- 20+ a Z2, phương trình có nghiệm duy nhất 
F 2)(¡ 2 
ụ kia +2 
a =2 
Nếu a- 2=0<>a= 2, Phương trình đã cho đưa vẻ dạng : 


2x 4=2x - 4, phương trình vô số nghiệm. 
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3 2 3 3 
b)-Ý09x—-27=a -ax€©©(a -9)x=a +27 
® Nếu a" -9z#0€»>az+ 3, phương trình có một nghiệm 


a1 +27 "- +3)(aˆ +913a) a4 3a + 9 


xÊ =!; (a + 3a - 3) a-3 
®Nếua "~9=0e>a=+3 
* Nếu a = 3, phương trình đưa về dạng : - 9x - 27 = 27 - 9x phương trì 
vô nghiệm. 
* Nếu a = -3, phương trình đưa về dạng : ~9x - 27 = -27 - 9x 
phương trình vô số nghiệm. 
€)a(x— l)=x+b«<€>ax-x=a+b«©(a-l)x=a+b 


a+b 
*® Nếu a- Ì 0< a # I, phương trình có một nghiệm x = = 
a— 
*® Nếu a— l =0€©a= I, phương trình đưa về dạng : x~ l =x +b 
* Nếu b = ~lI, phương trình vô số nghiệm 
* Nếu b z -I, phương trình vô nghiệm. 
đ) a(2x — 3)=x + b2 2ax - 3a=x+b<š(2a - l)x=b+3a 
: [ Ặ b- 3a 
® Nếu 2a-- l0 >a⁄ 3" phương trình có một nghiệm x = — : 
2a— 


Ỗ 1 by cac 
® Nếu 2a- I=0€©a= 2° phương trình đã cho đưa về dạng : 
3 
x—- =x+b 
2 
* Nếu b= =m thì phương trình vô số nghiệm. 


' 3 lên 
* Nếu b # = thì phương trình vộ nghiệm. 


y=ll=2x KHỶ 
acc 
5x—-4y=8 (2) 
Lấy (l) thể vào (2) ta có : 5x —~ 4(11 - 2x) =8 <» I3x =52c»x=4 
Thay x = 4 vào (1) ta được y = LÍ -8=3. 
Vậy nghiệm của hệ là (x; y) = (4; 3) 
3x=y+l " 
-! M4 mà 
6x=2y =5 @) 
Từ (L) ta có y = 3x — 1, thế vào (2) ta có: 6x — 2(3x — [) = 5 «>3 = Švô li 
Vậy hệ vô nghiệm. 


c)) ĐKỆĐ: x £Ô0 và y z0 


An, I§_ () 
„6 # 
ph ] b 5l (@Ø) 
X y 


NIhân ai về của (L) với 4 rồi công với (2) ta có hệ 


9 
123 (I)* 
X 
“, BỊ @ 
X # 
¬ 3 
Từ (I =2 x:: —— - -— thay vào (2) ta được : 
123 4I 
5. ,É 205 52 3 
—r Ì 31 * 31 - để Sẽ «Vy — 
sổ: ở y 3 y 3 32 13 
41 
3 n cn 5 1s XỔ 
Hai gì trị x = 3i và y= 5 đều thoả mãn ĐKXĐ 
; 3 3 
Vậy nhiệm của hệ là : (x: y) = ( X= ) 
4i 13 
đ)ĐẤĐ:x/Ivàyz- 2 
k 10 l 
L— !I đJ 
§@-J W@»#Š 
25 2O 
¡i——=20 
x-]l vy+2 lau 
Mhân L) với 3 rồi trừ đi (2) ta có hệ 
( 10 I 
_— 1 .() 
x-Il y+2 
5 
= —.. 
&- 1 
Từ (2 suy rax =4, thay vào (T) ta có : 
b} 
| Ì% : 3=sy 
yq+ 2 y12 3 


l 
x=-Vvày= ` thoả mãn ĐKXĐ. Vậy nghiệm của hệ phương trình là : 


7. Đặt lx + yÌ =u và |x — y| =u, ta có hệ phương trình 


2u=v=9 
3u +2v = I7 


2 ¬I 
D. = đÌs4 x34 

3.2| 

9 D 37 
ly I84+17z35.u Dụ 

l# 3 lý ˆ 7 

2 ¬- 
Dy = |=-zr=? vẽ. „=f 


„|x+y=Š5 ¿ x=3 
, có nghiệm : 
x¬y=l 2 


có nghiện; TY TŠ 
ụ vo có nš‡hiệm : ä _ bè: 
K—ye= ly = - 
[x+y= LÔ. 5 Íx = -3 
lt~pẽdi có nghiệm : Iưxzẽ 


Hệ phương trình có 4 nghiệm : 
(x;y) = @; 2); (2; 3); (2; —3); (3: —2). 
8. a) mx +3y =m-~l () 
2x +(m - l)y = 3 (2) 


3a = 
Cách T. Từ phương trình (2) rút ra x = —— thay vào (]) ta có 


. 
mộc —ỨU — ĐŸ ¿ 3ý = m — 1 c âm ~ mím — I)y + 6y = 2(m = l) 


= cm +m+6)y=-m-~ 2 


h 
* Nếu -m" +m+6z0<2(3- m)(2 +m) z0<›»m ⁄ 3.m ⁄- 2 thị phươt 
trình có nghiệm 

-(m +2) 1 


”” m2 +m) "m=3 
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TC pbS R= S=—== 


Vậy với m 2 3.m <3 thì hệ phương trình có mọt nghiệm 


t xyie LÚU + 


m— 3 m~—3 
*® Ncu -m +m+6=U«+m=3vàm=-2 


[3x+~ 3v =2 


° Nói m= 3 thì hẹ đưa ve dạng - ng hệ phương trình võ nghiệm: 


: k dy.W 3y 
®«  Vóim 3 thì hệ phương trình đưa vẻ dạng 


hệ phươn; trình võ số nghiệm, 


Cách Ð Nết các định thức 


m ì 3 
I) =m - m-=6=(m~=3)\(m+ 2) 
3 m-l 
JNG: 3Ị 3 
D, : ¡=mF —3m-8=(m- 4)(m + 2) 
Ỷ m~ l| 
M mn ï 
D, : : 3m:=:2(m = l)= m + 3 


Néền D0 s1 ⁄ 3m z- 3thị phường trình có một nghiệm 
D, (m¡ (m4) m-4 

D (m:3Wm 3). m3 
D, (ti 3 I 

D (m+2j(m 3) m -3 
Nếu 2z Ú >mz=3.m=~2 - 


|3x + 3v = 2 


tị = 3 hệ phương trình đưa về dụng W Ea CÓ : 
{2x + 2y -= 3 
nh 5 l Đa 
hệ vỏ nghiệm 
LẠ. 
[~2x + 3y = -3 
# = -*hẻ p{ ø trình đưa vẻ dang Ý 
m - he phương trình đưa vẻ dạng 
Ì2x - 8y = 3 
e ả HAY nh li ĐỀ lê j F 
ta có: - _ 'R nên hệ võ số nghiệm 
“ + - 


7 


10. 


mì (m¡ 3) mà 
b "U 2; _ HỂ -sậc _ 
D Š3(m.1 3] ¡ mm - 2) = m” + 3m + lễ 
1 "+ 
[ là g 3Ì 
m¡ l 0 2m 
4+ 


suyralDz0`m 


m (ím 2) 3 |§ m | 
Dy = Ämí” : m; Øv 10m 
Ề 3m m13| Ÿ |m 2m| 
D#£0. 2m. nến phương trình có một nghiệm 
3 kì 
D,. 3N" Dy lŨm mf 
¿2y SP ) +: h 3 
D m” 0 3m + lã D mề + 3m + l§ 


3 Ỳ 
Jm”: +2 - đấy = ff 
c) x: 


HS tự làm. 


l2 


5 
|mx !(2m- l)y - m 


l(c ù ĐỀN (c + l)y 


Hệ 
lạ lxt¿Œ@ 2đ$ÿy  ctd 


|d nĐ‹ (G6 2đ của 
Siảg 3 |c 0 
Giải (1) :c” + 3c=0<»c(c P3)=043 2 
JC có 
Vớic=U »d=0 
Vớic=-3 »ưd=2 


Như vậy ta có hai cập giá trí của ce và; c=0 vàd=<=0 


jJviấyu ST (I) 


aủ) 4lwvay 33 7 (2) 


s# 5 (3) 

Miiän hài về của (1) với - 2 rồi cộng với (3), ta được hệ : 
JẦx:râầy ẤzZ | (l) 
dytÑ¿ š lu) 


X 3wu #5 (3) 


3 


mˆ 


3 3 
[te à I- @œ111 € mm. ¡, 3c=0 0) 
\e+ad~- 0: 3} 


có mót nghiêm (x;: ý) =(l; I)nên tà có hệ: 


Nhân hai về của C3) với 2 roi cộng với (), trí được hệ : 


l2x#43V 5z - 1 (l) 
Ì dđy 8z cố AY 
7?y= Tx - +0 (3) 


Nhân hàn về của (2) với 7 và nhân hai vé của (3) với 4 rồi cộng chúng lại, 
tì được hệ: 


3xuầy 3z 1 
' dy+ 8z 5 
| 28z | 
Fử phương trình cuối, tà tìm được Z = ¬ thay vào phương trình thứ hai. 
3 
4= 
: " ì 37 | : L ` 
ta tìm dược \ ‹ Hhny z# = và y= vào (Ï) từ tìm 
X 4 3§ : 38 38 
67 
được X 
È 38 
\ : . : 67 | 
Váy hệ phương trình có một nghiệm là : (X: y: 2) = | š ) 
: : , 38 28 
ŸSxryn? Ổ (l) 
by 43x tÐy lz Ó G@) 
Kiáytrfz 6 (3) 
Nhân cả hai về của (3) với 3 rồi cộng với (2) ta có hệ 
|lãt ywt =6 (I) 
ly + láa 37 @Y 
8d 8yt 3z 6 (3) 


Nhân cả hai về của C3) với Ð rồi công với CÍ) tà có hệ 


ly ly 15 ( 
ly ¡ [6z - 37 @qW 
Xa 3ý ( 82 rô (3) 


Nhân cá hịu về của (Í} với - LT và nhân cả hai vẻ của (2)` với 7, rồi cộng 
chung lai với nhau, tạ có hè 
9z Ọ 

\ lly + 16z - 27 

| 

| tdyt 5z 6 
Từ phương trình đâu tạ có z = T thay vào phương trình thứ hai, tà tìm được 
y= TÚ, Tháy ý = 1z = T vào phương Hình cuối ta tìm được x = 2. Nghiêm 
củu hệ phương trình là (X: Vy: Z) = Ô: 1: 1). 
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| 
©€) +8! Dy+rcz dd (3) 
| 


Lấy (1) nhân với (-c) rồi cộng với (2) tà có hệ 


w“dtyWy E2 2Í (l) 
(#—c)x +(h -cJjy .d e ty 
N + 3 
1 xtby+e 2 để (3) 


Lấy (1) nhân với ( eT) rồi cộng với (3) ta có hệ : 
Xxkhý+2 | (l) 
X(U c)x tỠ(Ð cẶy d-€c (3) 


› › 3 ' 
tạ ch) ¿ (bể c)ỳ-@ cc (3) 


Lấy (2}' nhân với - (b + c) cộng với (3) tà có hệ : 
XktWtrm 1 
{{(  c)N+(b- c)y de 
(4a ca hịx 7= (tc  đị(b - đ) 
Do a.b,c là 3 số Khác nhàu và Khác 0 nêna czZ0a b0. 
đ)(b- d) 
(Ia -c(a h) 


2 


Vậy từ phương trình cuối tì tìm được X 


(a đ)(d c) 
(a BỊh c) 
Thay x. y vừa tìm được vào phương trình đầu ta tìm được 

(a -dị(h  d) 

(na c)(ồc) 
Vậy nghiệm của phương trình là : 
[(c đị(b_ d) (a đ)(d- c) (a - đị(b đ)) 
—ủ (( c(ð hb) (( b(b c) (( eW(b-c) 


Thay vào phương trình thứ hài ta tìm được V 


II. a) Nếu a + <0<ša< T, phương trình vỏ nghiệm 
Nếu a + l1 =0<3> a= —T. phương trình có một nghiệm kép xị = :3 
Nếu a + 1 >0<»a > -1, phương trình có 23 nghiệm phân biệt 
XỊ3 = ta + l. 


b)®Nếu k_ I=0<>k= T. phương trình có một nghiêm x = š 
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0 


_.. ‹» s3 R - 2 phương trình võ nghiệm 


~ 
= 
== 
L3 


®Ồ Neụ “à >> k3. phương trình có nghiệm kép 


= 


Kê <> 1z k< 2 phương trình có 3 nghiệm phần biết : 


X2 


l, K—I 
c)ÐKXO:xz¿ I.(m¿ l) 

Ñ 2 h 
(l)->& +%_ 2(m- I)=0(®) 
m - Ì K#rl 


A=l+S(m- l)=8m 7 


®Neụu X<0 8m 7<0<»m< FN phương trình võ nghiệm. 
: : ¡NT 3 
® Nếu \X=U -› #m 4” UP RUSh S „ U MH ĐỂ 


ậ l / N 
phương trình x + x+ =0<2› Ễ | = 0. phương trình đã cho có 


l2 — + 


nghiệm kép xị = Xy = 


®Nếều.\X +0 -ym> s thì phương trình (Š) có hai nghiệm. 


1+ V§m —7 I- V§m —7 
ÑỊ 3 ~! K3 la naxSy = 
2 F 3 
bật : Lô § ItVNm 7 : 
# Với m ⁄ Ï và n> ù thì xị vn “ -I (thoả mãn ĐKXĐ, 


nên X, là mọt nghiệm của phương trình (T)). 


7 I- đ#m -7 : = 
* Với m + l vàm > n thì xạ - — ` — # =l (cũng thoả mãn 


ĐKXĐ. nên x3 cũng là một nghiệm của phương trình). 
(Vi nếu VÑm =7 =1 <>#m~7=1-»m=1). 
Nói tóm lại: 


- tị : 
Nếu m < v. phương trình (I) võ nghiệm 


10I 


12. 
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n 7 : 1 
Nếu m = RẺ phương trình (L) có nghiêm kép xị = xạ = nh 
Nếu m > š và m ⁄ I. phương trình (1) có hai nghiệm phân biết 

1? V§m - 7 
X‡? 
2 
_ 

d) 2kx” - 2(V2k~ 1)x+k=0 (2) 


® Néu k =0, phương trình đưa về dạng 2x =0 3> x =0 
*® Nếu kz0và A'=(V2k b 2k =0 <2 2/2k+l=01hì phương 
trình có nghiệm kép. 

G HƯỚNG : BI Si no 3 
Vậy nếu k thì phương trình (2) có nghiệm kép XỊ = Xạ= - - 
2v2 s 2 


*®Nếu k»> == kz 0 và A' <0) phương trình (2) võ nghiệm 


Ị ` Š TH. : 
*® Nếu k< / Và k z0. phương trình (3) có hai nghiệm phân biệt 
LÃ kHị 


wv2k--I+vl 
XỊ2 =3 
bn 2k 
3 3 
a).3X”- 2x +p=0 33x” -2x==~p 
° 3 
Vẽ đồ thị y = 3x” - 2x và y = - p trên cùng 


một mặt phẳng toạ độ Oxy, Số nghiêm của 
phương trình này băng số giao điểm của hai 
đỏ thị trên. 


Cân cứ vào đỏ thị (h. 38) 


z I : 
® Nếup> ~. phương trình vó nghiệm 


l : F 
®N£up= Lá, phương trình có nghiệm kép 
LỆN T 
%ị:=&a= 5 Hìm 3A 


®Nêup< sa phương trình có hài nghiệm phân biết. 


¬ * 
b)x" -3lxl+m=0«<»x — 3lxÌ= -m 
Vẽ đồ thị hầm số y = x"- 3lxÏ và y = - mì trên cùng một hẻ trục toa độ. 


3 
Vẽ đỏ thí hàm số ý = x”— 3lxI chú ý “ 
› 
lấy phần đề thị hắm số ý =X” 3N Với 
x0 rồi lấy ca phần đời xứng với phần : 1S nhu 


Hày qua trúc tụng th. 39). 
l : & 
Neuin= 3 T phương trình có nghiệm 


3 
B) 


kép §A= 


I : ắ : 
Nến  < m< si - phương trình có ‡ nghiem. 


Nếu m =0, phương trình có 3 nghiêm. H_nh ý9 
Negủ m < 0, phương trình có 3 nghiệm. 


c) HS tư làm. 


13. (à - 3a+2lx"-(a  Sa+4)s+a—a =0 (1) 
a) Với a = 3 ta có phương trình 
hà 
B) hi I+XV13 
3X +2x- 6õ=0<»x +x- 3=U,xị2= ¬ g 
bị Muion (l) vo số nghiệm thì 
3 
8a“ - 3a t2=0€e>saäa= la=2 
2 c 
\qd =Ã5a+t 4=esa= la=4eea=l 
| ¬ 
mg óuw :tesa=Ða=l 


Vậy với a = Tý phương trình (l) vỏ số nghiệm. 


14.a)(k IWXP ®+3X I=i00) 


*®NeU k T1=02>k= 1. phương trình (2) có một nghiệm x 


*°Nếu k 1zZ0<zkz lvà MV=l+k — T=k>0 thì phương trình (2) có 
L! VK 
k1 
® Ngũ R< 0Á Z1 và V <0) phương trình (2) vỏ nghiệm. 
® Nếu R = 0(Á Z1 và AT <0) phương trình (2) có nghiệm kép 
I 
Xị=Xa= — 
ki 
bị ® Eể phương trình có híi nghiệm trái dấu 


bài nghiệm Xị 2 


h Iz0 [kzl 

sả =.. <>‡jk>0€sk>l 
Ễ Ị S0 (K>1 
tq #Zl 
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*® Để phương trình (2) có hai nghiêm cũng dương 


k=lz 
Ñ P- Ñ ú ke 
Ị 
` k ( 
‹? ịc Ị Ụ 0-k- I 
8 k 1 kẻ | 
b ? k«1 
>Ú -0 
a k1 
® Để phương trình (2) có hai nghiệm cùng âm 
[k-1+z0 
Á'-k>U0 
`: bS (q_ võ nehiệm 
Kk_I 
| 3 
| —.... 
| K-I 
Vậy không có giá trị nào cua K để (1) có hái nè liếm cũng âm, 
® Để phương trình (1) có hai nghiệm xị, x› và XỸ Ị xã 2 
k-l#z0 k-1z0 
«©@$k>0 « Jk >0 
3 ý 
xã EX) = (XI +XaƑ 2xIx+ = 2 B W U=w l 
kzl 
«»$k>U sẽ. 2 
k=ẽ2k=-I 
3 
3 


3 `: 2 
Vậy với k= 2 thì xỊ + xỹ 


Gọi giá tiền một quyền vớ. một bút chị, mọt cái tẩy lần lượt là x.y.z (X, Y, 
z dương, đơn vị tính đóng) 
Lần thứ nhất bà mưa 1 quyền vớ, 1 bút chỉ, Ì cái tẩy hết 6000 đ ta có 
phương trình x + y + z=: 6000 
Tương tự với lần thứ 2 và ba, tạ có các phương trình 

2x+ 3y +z= 13000: ấx + 3y + 3z = 22000 


| ÿ + ÿ tứ 6000 (1) 
Vậy tà có hệ phương trình sau (2x ÂW tứ 13000 (2) 
|5A ! ?y + 3⁄ 22000 (3) 


| x+ ytz-6000  (l) 
Giải hệ 42x + 3y tÐ z 13000 (2) 
|» t2y+3z 22000 (3) 


Nhĩ n hái vẻ cua (l) với (<2) rồi cong với CÀI tạ có hệ 
Xx* vì 7z 6000 (HÌ 
vẽ Z- 1000 (2) 
Ấx Ly ¿37 32000 (3) 
Nhĩ n hú vé của (1) với ( Š) rồi cộng với (3) tì có hệ : 
NkYt 4 600 (l) 
\ ⁄ IU0DOU ()'ˆ 


Äy 3⁄2 RÑú0U- (3)' 
Nhàn hài về của (21 với C3) rồi cộng với (3ˆ) tà có hệ : 

JIxiy+7z- 6000 

{ y-z= 1000 


| # S000 
Từ phương trình cuối tà tìn được z = T000: thay vào phương trình thứ hài tà 
tìm được ý = 3000 ; thây z = TUUU; ý = 3000 vào phương trình đầu tà tìm 
được x = 3000 
Nghiệm của hệ phương trình là : (x: yị 2) = (3000; 2000 ; 1000). Vậy giá 
tiền một quyền vớ, một cái bút chì, một cái tẩy lần lượt là 3000 đd, 2000 đ, 
1000 d 


LUS 


CHƯƠNG 4 
BẤT ĐĂNG THỨC VÀ BÂT PHƯƠNG TRÌNH 


§1. KHÁI NIỆM VÀ TÍNH CHẤT 
CỦA BẤT ĐẲNG THỨC 


I. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


I. Các mệnh đẻ "A > B". "A <B" "A <B"' được gọi là các bơi đẳng thức 
(BĐT): trong đó A, B.€ là các biểu thức số. 
2. Các tính chất cơ bản của BĐT” 
[A>B 
|B>€Œ 
2b. Các tính chất liên quan đến phép cộng 
®A>B‹<+A+C>B+Œ€ 
ÍA>B 
|c>Ð 
*®A+€C>B«+»A>»B- C(Chuyển vẽ. đổi dấu) 
2c. Các tính chất liên quan đến phép nhân 
LÁC > BC (C€ >0) 
°®A>B«» x 
AC< BC (C<0) 
/A >B>U 
|C>D>0 
2d. Các tính chất liên quan đến phép lũy thừa và phép khai căn 
*®A>B>0 ›»A">B '(nc N?) 


2a. Tính chất bác cầu >ÃÄ»€C 


=> A+€ >B+D (Cộng 2 BĐT cùng chiều) 


> AC > B.D (Nhân 2 BĐT cùng chiều, các vẻ đều đương) 


| ⁄ - MB 


A>B>0 3|. : 
ŸA > ÝB 


II. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1. Viết lại các tính chất với BĐT ”"A<B" 


2. Các mệnh đề sau đúng hay sai : 


a)A<B<›»A+€C<B+C: b} A>B@:A - C+ B - C 
JA> l (A<B 

c) >A +C>B+ÐD: đ) >xÄiC<BTD 
\C< C<D 


(1) Chỉ lấy "A > B” làm đại điện Các dạng BUT Khác cũng tượng 1ư 


06 


A=B : : : [A>€ 
vN ‡ >ÕÂÕÊ LỰC B11): BA+C>B+D=‹ 
hé ~b |B»>ÐD 
B 
É .C 0) 
gBDA+H ; | , h)(atkb) >0,Va,he lR 
D\ B.= 
(Œ s ứ\ 
c Lá 
h nu | I ` 
i)iỆu? b z0,Vu.bae R: K) - Ä=,Vu,be R, 


ụạ Bb 
Khong dùng máy tính hay bảng số, hãy so sánh : 


h : / | 
a) M3 + V5 với 4: ly v5 =7 sối —. 


Tìm tít cá các số thực biet 


a)-2x<4: b)3xs 3: l5 Đà 
BỦ 
| Ề 

8) +x >U: c)3x=2<&; f) 2lxI > Ú. 

bế li) 
Chứng minh các bất đẳng thức : 

3 2 ".. k : 
a)a" +a»>b  +b.Va»b>0; b)a +b >a.b+ab,Va,bc lÑ: 

3 3 \ 

` tRẺ a+ Bị ây xố 3 3 
BS" —3 |# | Va>Ucb>U: địa - a.b>b a- b,Va,bec lR, 


b 


K; M h. S. T 
c)(ad+b+el <3(a +b  +c 7) Va,bhe Ñ: 
f‹(aa b+c)V > 30h + be +ca) Va,b.cc lR. 
Choa,b,p >0, Chứng mình : 


f b - h à 
a) Nếu a < b thì Làn S0 « : b) Nều ¿ > b thì GIE  on hi, Ẫ 
b_ hbiịp b_ bèưp 
. : W.< q 4 EC : 
7. Cho b.d>0 và “ <°.C hứng mình — < _ 
h d hbh b+d d 


IL HƯỚNG DẪN GIẢI, TRẢ LỜI 
Bạn đọc tr lầm. 
01:h)Ð;:c)S;d)Ð:c)S:0S:g8)Đ;:h)S;0Đ;k)S. 
ai Giả sử V3 ý V5 <42›(J3+ vãÌ“< l6«+ VI5<4 
« lã< 16 (Đúng) 
Vâv k3 ¡v35<4. 


I I / ¬ I 
bì Giásử v3 - V7 « s7 j2 > “›|? v2) => 
¬ Rị 41 


«> §vHÍd - 35 <>64.14< 1325 (đúng) 
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3 
I}-2x<4<‹)x> È biảx E xa—l 
xzI 
c] |&4šX :!J« 5 ` I 
Si 
| ` 
dì 0c» 1l~U \ 
K.J 
E)3X-2<xe«&€s»2x <2 €@+x« |7 ƒ) 3Ixl>U<>lxI>0<>xz0. 


3 3 " 3 
a}a +a>b +b«<¿( bB)+(( bJ)>0£2(a- b)(+b+ D)»0 
đúng vì b >Úvàu +b+ >0 theo gì 

4 „1U. „3 \ f; VÀ Ũ Ấ vo 
b)a +b >ab+ab ‹c>z(( abl+(h ab)>0 

h l Ề $ 
c>ú( Bì rb(a bÿ>Usy(a(a bớt b)z0 


5 53 3 
<»(a - bì (ứ+®ab+b) >0 


› 
hd. cấp Ẫ ặ bị 3 bị, 4t 
BĐT này đúng vì (an bị -0váa +ab+eb = at | sẽ -èjØ 
"- 4 
Dấu (=) xảy ra khia =b=0 
€) Xét, g1 bỶ Fụ + Đồ Ì Mu í bổ) đab(a + b) 
F2 3 Ñ 


: 3œ ' b)(a bị” 
8 
Dấu (=) xảy ra khi a=b 
3 1 1 3 
d) Xét ai aTb b .an+b =a (A6 hì b(a b) 


=(u -hJƑ'(a+b) +0Va,bc R -š dnem 


"U,Vúu,hc l š›đpem 


Dấu (=) xảy ra khi a =b 
2 3 2 3 nỦ 2 bì 2 
e) Xét 3a  +b +c ) tì +b+c]? =2 +2h +3€ - 2a,b - 2aic - 2hbc 


Ũ 3 3 
=(q-b} +(a c€}Ƒ #+(tb c?ï >0 ›»đpem 
Dầu (=) xây ra khia be 

3 › › 


Ð Xét(a+b+ec)” l(b+bec+ecaj=a +b +c -ab-ae bịc 
| I 8H ) 


— ma b) + 2 (“#_ cẶï + 5 (b cj =0 >dpem 
Dấu (=) xảy ra khi a =b= c. ø 
a) XéU RLE 1 SẼ. MỤ . jŒ- D„ 0>» đpem. 


b+p b b(b:p) hí(b:p) 
b) Tương tự a). 
Cần chứng mình CC (AI YY (3) 
b. beođ b:id d 
¬.......... 
Xét các hiệu - SN cip Đo: 
b+d b dq brđ 


§2. BẤT ĐĂNG THỨC VỀ GIÁ TRỊ TUYỆT ĐỐI 
BÂT ĐĂNG THỨC GIỮA TRUNG BÌNH CỘNG VÀ 
TRUNG BÌNH NHÂN 


„KIẾN THÉC CẨN NHỎ 


L. In BOT về giá trị tuyệt đời 


aB 
li + bị - lai + [hị li lhll< lì hí 
(Đăng hức xảy ra Khi và chỉ khí a.b > 0) 
3. BDT ;iữa trung bình công và trung bình nhân 
ũ : 
Vũ,h 0 > vab (Đăng thức xây ra<> ta = b) 
Mớ tộig cho 3 xó, số Không ảm : 
fAI B4 g ñ 
1a. b 0: 5 Si Nahbe (Đăng thức xây ra ¿sa =bồ=c) 
g1 1t. „ š : 
Va.b.c d0 ° Mubecd (Đăng thức xảy ra <>a=b=c= dđ). 


+ 
4. Hài ấy dụng cần nhớ 
h) 
Rếu 2šố đương thầy đối nhĩng có 
tòng (họng đói > Tích lớn nhật 
khi 2ö do báng nhau 
S (Không đối) S 


: >Ny< 
|t.y 0 s2 nỀ 


(Đẳng!hức Xủy tà ca N Sv= 


4. MốI BI nên nhớ 


+ 
tì: b)(X: V): (AX + by)” + 


d,D,ÄX„Wcc Ñ°® 
h Bị 
(Đăng thíc xuy ra <> : 
*&.  y] 


3h 


Nếu 3 số dương thay đối những có 
tích không đổi > Tổng nhỏ nhất 
khí 3 số do bàng nhau 

xy -P.(không đổi) 

»xty>2ýP 
x.y>0 


| 


Mix ! 
(Đíng thức xây rac>x=v= VP ) 


3 1 ¬ H 
(IÐ +bFWx” +y") 
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II. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


1. Chứng minh các BĐT 
a)(a +b)(b +c)(c + a) > Sahc, Và, b.c >0. 
b) (a + b)(a.b + l) > đá.b. Vă,b> 0. 


ƒ1 | | 
c)(a+b+e)[= r ‹ >9, Va,ib.c >0 
la b  € 
( an bì : 
nh li+=| >#8,VWu,b,e>0 
\ h c7 a) 
"5 
xe"+2 ¬ e2 
€) *2W&ÄtC l: Ũ = >@Vx>|Ị. 
x°+l wWX- Í 


2. Tìm (nếu có) giá trị nhỏ nhất( GTNN) và giá trị lớn nhất (GTEN) của c: 
hầm số sau : 


Ị : 
a)y=(3-xMW4+x)với 4<x<3; bì ÿ= &+ : với x> 3. 


la 
€)ọW = với x>(; 
X 
d)y - \(X I2 - X) vớil<4?2; e])y= j\X-2+W1- &, 
3. Chứng mỉnh răng 
- s) 3 l„ 
a)N€ux +y =Ithh V5<xt3y< ⁄5 


1x 1 
bạ N€ểưx  +y =230mđ 3V5 < 3N + y<2VŠ. 


THỊ. HƯỚNG DẪN GIẢI - TRẢ LỜI 
1. a)Cóa+b>2Vab:b+ec>2Vbc:c+a>2 ác 
Nhân các BĐT trên (các vẻ không âm) được BĐT cần chứng mình 
Đẳng thức xảy rac»>ra=b=ec 
bì Cóa +b ~ 2vab 
ab+!>2vab.l- 2Vạb 
Nhân về với về 3 BĐT trên được BĐT cần chứng mình. Địng thức cảy t 
c>èa=b=l 


€)Cón +b+ec >3 \ubc 


^¬...h.. 
{ + xuân 
8M 5 @ Vinh 
Nhân về với về được BĐT cần chứng mình, Đăng thức xây rà»: =bzẲ€ 
ữ Ệ b ũ `. le 
4y] Y3 | củ: CA TỊi C3 
h h € Ắc ạ Và 
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Nhân về với về các BĐT trên được BĐT cần chứng mình. Đăng thức xảy ra 


:¡=h 


3 
_w" sài. = 
e) Có 5 Huệ kế 3 Eexx2 Re shổ ïÍ cadean 
Đăng thức xảy ra ©» x =0. 
vi : J)t9 r 
đu =3 “yJj9{x  - 3V Ie»x+B> 6x -Í 
EỦ 
.ủ.8 
$à = >6 (dpem) 

M% — 1 
Đăng thức xảy ra ©> x = 10. 
8) Với x = --4 hoặc x = 3 thì y =0. Với -4< x< 3thì 3 -x> 0 và 
4+x >0niền y >U. Vậy GTNN của y là 0 khi x = — 4 hoặc x = 3. 
Với 4<x<3,áp dụng 3a.T(vi(3 x)+ (+ x)= 7) tì thầy 


y=(3 x)d1+x)lớnnhat Khi3 x=d+x<>x ¬ GTLN của y là 12,25. 


bì Xếétw 2 ri 2)1 


š 3 

: 3 `. I 
Đặt Yc=v - 2, tarcó: Ÿ (x~2}+z 

: ) 
Với x > 3 thì Y là tổng của 2 số đương có tích không đối (bằng ]). 
‹ 5 š : I h 
Ấp dụng (3b, Í) có Y nhỏ nhất c> x 2 <»x = 3, Suy ra y nhỏ 

Ä.=3 
nhất Khi x : 3 và GTNN của y là 4. 
I 


c©)Vớix>lIthìy x!E! Ị hay y Í' xa 
À X 
Ấp dụng (3b, D) tương tự cầu b) tà được GẼNN của y là 3 khi x 
dìTXĐeldy vú 2)! W{$ š) li2<x< 3 
Với x = 1 hoặc š = 3thị y =0 là GPNN 
3 xỊ |ltởJA 


Xếit Ý l+2v(x  ?\\ 


Ẩp dụng Cầa, D vào Á= v(x 23) x) có A lớn nhất <> x 


t9 2 


g § 
n 123 _ `; 
Suy ra ý lớn nhất là 2. x2 khi x 
3 3 lạU 3 
a) Ấp dụng CEẼ, D với các cặp số (Í: 2) và(x: y) ta có 
Ầ = LẺ GÀ “” 
(x+2y) <(l +23 x +y )=5 
Suyra Vã <x + 2y < V5 (dpem) 
bì Tương tự, ấp dụng LÍ”, D) với các cạp số (3: T) và(x: y) trì có 
(3x +v)” < IÚ(x"+y”)=320 


/ 


Suyrd 3V5 2 34+ y Z2V5 (dpem) 


III 


§3. BẤT PHƯƠNG TRÌNH 


IL. KIẾN THỨC CẨN NHÓ 


[ 1 Một xa khái niệm 
Bất phương trình CB) một ăn x có dạng 

Í(X) < g8(X), [X) > g(XI. Í(X) £ 8(X), Í(X) > 8(X) 
Điều kiện xác định của BPT là các điều kiện để f(x). g(x) có nghĩa và các điều 
kiện khác (nếu có) mà x phải thỏa mãn 
Xạ là một nghiệm của BPT [(x) < g(x) nếu x„, thỏa mãn ĐKXĐ của BEF và 
ẨÚ)) < 8G): 
Giải BPT là tìm tấp nghiệm của BPP 
Hai (hay nhiều) BPT dược gọi là tương đương nếu chúng có cùng mọt tập (phiệm. 
3. Các phép biên đòi Hương đương BPT 
Cho BPT f(x) < g(x) có ĐKXĐ D 
Các phép biên đối không làm thay dời DKXD D của BPT sau dây là cíc phép 
biển đổi tương đương : 


¡) Cộng vào 2 về cùng một biểu thức (hoặc một s6). 


b) Rút gọn các biểu thức (hoặc só) giống nhau ở 2 vẻ. 

€) Chuyển vẽ và đối dấu. 

đ) Nhân 2vẻ với cùng một biểu thức (hoặc một số) đương. 

e) Nhân 2 vẽ với cùng một biểu thức (hoặc một số) âm và đối chiều. 


ñ) Nâng 3 vẻ lén luỷ thừa bạc lẻ. 


8) Nâng 2 về không âm lén lũy :hừa bậc chấn. 
b b bà b ị 


II. CẤU HỘI VÀ BÀI TẤP 

1. So sánh với các phép biến đối tương đương một phương trình, có gì giống 
nhàu, Khác nhàu 2 

Đúng hay sai 2 


tk 


3 
u0)2&>x 7c» 2K; 


¬ M 
C]2XsxX 4sx KV XŨÙ: 


k¿ 
E]j2X >K” c2 dt s >XT 1 


3. Tìm ĐKXĐ của các BPT sau 


2X: = ÏÌ 


UD= >Ú š bì V2x-l>x 
w“ -Ñ 
6) 2£ -] 4ÑÄ+ 3š đ)VxtÌ -Vx<l+4Ä 
4. BieLrang có ít nhất một đáp số đúng. Hãy chọn tập nghiệm của BPT : 
2x tI XE LÍ ¬ 
Ú ——>~ eÚ Tel -:3Ì>⁄ T:= t3] 
K3 In ) - | - AM) 
ST 1s fE sc xi Si | 
Hh ”= 5 BẮ¿ ` lñ =t | 3 - 


s ( E 
h) x1 l<x Te=( te - l¿Tạ=(I:ấ}: Tạ -l# =3! 


5. ChoBPT: Vx+ x1 >3 Œ) 

a) Tìm ĐKXĐ của (l) 

h) BPT: (VN + VN ð H >9 Ø) có tương đương với (l) trên R 2 

e) (2) có tương đương với (TL) trên [Ú: +2) 2 

3 =. 

đ) Xét sự tương đương giữa (Ì) và (ý Ð) > (4 + l) % 
6.  ChoBPL:l2x lIÌ<x+l (1) 

a) lìm ĐKXNĐ D của (l) 

b) Xét sự tương đương giữa (Í) và (2x 1 l< (x+ ĐỂ trên R ? trên D3 
7. Cũng hỏi như bài 6 với BPT:l2x  IÍ<lx + lÍ. 


II, HƯỚNG DẪN GIẢI TRẢ LỜI. 
1. Bạn dọc tr làm. Chú ý : khác nhau ở 2d và 2e. I. 
2. a0) Sai Chía 2 về cho x mà không phân biết x âm, x dương và không xét x = 0. 


b) Sai, Vì đã thủy đối ĐKXĐ : c) Đúng. vì áp dụng (Ốc. l): 
đ) Đúng. vì áp đụng (2á, Dị; e) Đúng, vì áp dụng (2a, L): 
I 
3L 8 “1 [ý b)ĐKXĐ:2x I30<>x3 - 
2 
JZ4~It>f {x+l>0 
c}\ Đ.Ä ĐI 4 ‹ cx#D 
|x-3>0 \x>0 


4. a)Tị:hb)ì Ty 

5. a)ÐĐKXĐ:x>U: b) Không. vì (1) chỉ xác định trên D = [0; + ) 
Ă€)€o vì theo (26.1): d) Không 

6. a)D=(-l: +2) 
b) (T) và (2) không tương đương trên R: tương đương trên D. 

f n)DeR: b) Tương đương trên R, tức là trên DÐ. 
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§4. BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 1 ẨN 


IL. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Giải BPT ax + b> 0< ax > 


 >(JY 


b 

(l)<»x> 
q 
Tập nghiệm 


li P2] 
a 


——— ,; 


2. Giải BPT ax +b<0€> ax 


a>0 | 


Tập nghiệm 


Tế? 


3. Giải hệ BPT bậc nhất I ẩn 
Giải từng BPT trong hệ 


a 


b 
„ụ <(l 
b 
(l)<»xw< 
q 


Tạp nghiệm 
b 

T "| ơ% 
q/ 


4B... 


a <U 


(l)-€$ x >: - 


a 

Tập nghiệm 
b 

F *{ trữ | 

a ) 


Tìm giao của các tập nghiệm 


(1) 


(l)<>Ux>=h 
h<0: Tập nghiệm T š 
b>U: Tập nghiệm P= R 


b 
b<U: Tập nghiệm TƑ = 


(l)<»+x< 


b>U: Tập nghiệm T = ð 


¬ 


* Ví dụ vẻ giải và biên luận BPT”ax +b>0 
Giải và biến luận theo m BPT: mx - m< Ì +x(l) 


(l)<>(m- lI)x<m+ !I 


Nếum I>0<»m>1: 


Nếu m—- Ì<0<»m<l: 


m 
(l)‹>»x< 
mì 
m 
(19-6 x > 
m 


Nếu m = l, (1) có dạng 0x < 2: BPT vỏ nghiệm. 


Kết luận : Nếu m > [ thì tập nghiệm T 


Nếu m < I thì tập nghiệm 


Nếu m = Ï thì tập nghiệm 


+ [" I L. 
\ ml 
T=Ø. 


‡ 


œ0 


„m + là 


'm—1Ì 


(*) Chương trình cơ sở Không yêu cầu xét trường hợp này 


I14 


II. CẤU HỘI VÀ BÀI TẬP 


II. 


3 8 3x Í 
Gin các BPT: ad) x vệP- =c3.J.aâ¿ bị : Lộ ` 
3 3 3 
242 +2 5 
€) = SA -3N 
2~Ñ 
Giải các hệ BPI 
=„ lãx=3 
ln cấ << — Làng ÀJẾ TẾT, l ad 4o 
a) € ty bại 7 $e) 2 X4 
3 | ` là — 
32x - l) >x |x(x - 2)>(1- x)ˆ 3 
4 
Tìm các nghiêm nguyên của hệ BPT 
tu =8 BÓC — Ủ 1(x+3)<š+3 
a) 2 k b) 2 5 
22x 3) >ãx-8 4x -3> 24-7 
Giải và biện luận các BPT 
ä) 3m(x - m) <4(x- m): b) mx +m~ >2(x-— l) + 3m. 
Tìm các giá trị m để hệ BPT sau có nghiệm : 
ah bai. ) [Ax-U>x-2 
8Ð ý 2 3 h h) 
| |2x<m- 2. 
xem +l 
Tìm các giá trị p để hệ BPT sau võ nghiệm : 
x„é5 Ì—% 
| j —=~k.€.2x tÍ 
a) jJ9+3x >0: h){ 3 
x-lsp :. VỀ 
HƯỚNG ĐẪN GIẢI - TRẢ LỜI 
( l§ 
aìT=(7:+ø2); b) | Tin: c) | LYc | 
= V1) 
[9 Lãi 
di ` b)Ø; S{ 3]. 
4+ ) 4 
a8) [1]: b} { -3: =2: =l: 0]. 
4 Ñ LIÊN 
¡) m> Š ƠT=(-; mỊ ; m < h :T=[Ím; +»);m= 3 »T=Ñ: 


b)m>2:T=(I-m; +ø);m<2:T=(-øœ; l-m) ;m =2: T = Ø. 
a) Giải BPT (1) được x < s - Tập nghiệm Tị được biểu diễn trên trục số là 


phần không gạch - gạch. 
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Tập nghiệm Tạ của BPT (2) là C 2: m + 1). Muốn hệ BPT cö nghiệm,. cả 

ẳ 17 p 
và đủ là:m +]< -_-<>m< —_ 
3 3 


‡ 2 : s 
Vậy m < E hệ BPT có nghiem. 


š lhc I2 Đ= và | | 
b) BPT (1) cho ta x > -— có tập nghiêm Tị =tNg | 
3 2 Ụ 
( \ 
+. 3... và m - 2 
BPT (2) cho ta x< 3 cótập nghiêm  T› |—wø:—— | 


9 


¬.....ốẽốẽẽ ẽ. sa. 
Muốn hệ BPT có nghiệm. cẩn và đủ là S——” 9`. SA /HH 2 ) 


Vậy m > 3 hệ BPT đã cho có nghiệm. 


Š 
6. a) Có TỊ [ s2 Ì‡ =4 3: +) -3 H 
\ kl 


37 
>& 3 
Tị ST;= | -3: | Hinh 40 
: 3 


Lại có Tạ = (=#; l +p) 
Muốn hệ BPT đã cho võ nghiệm, cẩn và đủ là l+p< 3‹»p<-4 
Vậy p<- 4 thì hệ BPT đã cho vô nghiệm. 


( ( CI về, 
bì Có Tị —| nh M: “s 


Hệ BPT võ nghiêm khi và chỉ khi -I.. < : “«^+nz 
§5. DẤU CỦA NHỊ THỨC BẬC NHẤT 


1. KIỂN THỨC CẨN NHỚ 


1. Nhị thức bậc nhất (1 biển) là biểu thức dạng ax + b với a.bc Rvàu Z0 


¡ ' ": : s b 
Nghiệm của nhị thức bậc nhất ax + b là xạ = 
4 
2. Định lí (vẻ đấu nhị thức ax + b) 
b 
X œ - + 
= a S — — 
ax+b trái dấu với a Ù cùng dấu với a 


3. Ứng dụng 
a) Giải bất phương trình tích dạng P(x) > Ó (P(x) < 0 trong đó P(x) là tích 
các nhị thức bậc nhãt. 


I6 


Vĩ dự - Giải BPT : (x - 2)(2 - 3x)>0 
Lập bảng xét đầu về trái CVT) 


g 
X E 3 + 
: 3 
x3 | | lÙ) + 
3- 3w + } 
MT { Ũ + ) 
2 \ 
Chọn ra tấp nghiêm : T1 | ẵ 2 


P(x D, 
t@) dỶ PQ@) > 0Ì trong đó P(x), Q(x) 


b) Giải BPT chứa ăn ở mẫu dạng < 
Qx)  tQ&) 7 


là tích các nhị thức bạc nhất. 


3 
Vi dụ: Giải BPT ——- < — 
1-w 2⁄4+l 


1x) 


Chuyển vẻ : <> 


Quy đồng mẫu <+> <0 
S3 xã (3- x)Öx +Í) 


Xét dâu VT" 


X k I l 3 +: 
2 b) 

Šx— Ì| ¡) ĐÔ ' + 

li 4 + Ũ + Ú ˆ R 
3x +Ì › Ụ ' : + ' => 

VỊ + l h PP # =. 
Chọn rà tập nghiệm : | ¬ |u (3:12) 

\ | 


€) Giải PT, BPT chứa dầu giá trị tuyệt đối 
V7 dụ: Giải BPTIxI+l2- x<x+1(1) 
Để khử dâu giá trị tuyệt đối, chía trục x thành các khoảng như sau : 
Căn cứ vào định nghĩa giá trị tuyệt đối: 
x+2-x<x+lvớix<0 
()® | x+2-x<x+lvới0<x<2 

X#x-2<x+lvớix>2 

Võ nghiệm 


|<x<2@l<x«<3 


L2SŠkR<3 


II. CẤU HỘI VÀ BÀI TẬP 
I. Có nhị thức bậc nhất nào luôn có mọt đâu tluôn âm hoặc luôn dương) với 
mọi xe R? 
3x 
2. Khi giải BPT = ] (11, một học sinh làm như sat ; 
= 
¬ bị Ị 
(I}«x+2x<4l &4«4š»s3x<l¿»g< - 
bể 


› 


Cách giải này đúng hay sài 2 Tại sao ` 
3. Xét dấu các biểu thức sau: 


a) A = (2x — 3)(4x - 21 b)B=(x+ 1) — 5x)2x -3) 
_“z. 
c)C LẺ. 
2 
lI=&” 
4. Giải các BPT 
2x+3 | bu 
a) —— 3Ì ; ©}*— < —=$ 
x—I 3-2 1=2x 
5\(2x - 
ng N= 3 xo: .ˆ.... 
X 


$. Giải các hệ BPT 


Di 
0n: SP NIẾỆ. Šx-3< 4x =I 
a) 3 c) ) X ¬ 
s..— (5¬ 
I=# 
RỦI JIxi ï 
b) {x-2 dì J3 IÊT 
3x+l>2x+7 | x è 
6. Giải các BPT: 
` 24—Ï : ` Z[Jx- 1-1 
a8) <I;b)2x Il>lx- 3l+x:c) *Í=Ì xp 
- k&⁄=FI 3x4—~5 
2 IẾP Ụ 
T1. TínhmdểheBPT¿+v 2 
lax t]Ìsm 
a8) vô nghiệm ; hb) có nghiệm duy nhất. 


: [34 tấzg~—1 
8. Tính a để hệ BPT sau võ nghiệm lu h lu >(x ĐỶ tÚ, 


|lxÍ< a 
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HH, HƯỚNG DẪN tIẢI - P?.v LƠI 


1Ó Khỏnecó.vin. nhí thị: š - nhất đếu có nghiệm. 


2. Học sinhdoda ñ: BPT+ long tường dưỡng VỚI . l=& 
Khi nhận 3 vẻ của BPI l— x), học sinh này lì khong xét riêng 2 
trường hơp(tL  x) >Ð và x) < 0 như các phép "1ï đòi tương đương 


2d.A3e ở §3 


I Ẹ I 3 
3 A)A<0khi <x< “:A>Ukhìx<_ hoặc x> 
\ 3 >¿ h 5 


b) Vì(N + l N >Ö nên chỉ cần xét đấu B =(l- 5x)(2x 3) 
h I hp. l 3 
B>U0khi_ <x<_- nẻhnB>0khi <x< 
b) R) b) 3 


| 3 3 
B<0khi x - hoặc x > - nên <0 khi x < 3 (x#- l)hoặc x >—. 
Š ` 5 S 2 


§ 2 2 
Ä.¬ X)§ : 
@}€ \ rồi lập bảng xét đấu. 
( X)(l +X) 
. 
CS>Ðkhix< -I hoặc D<x< l hoặc x >3 
C<0khi I<x<0höặạc E<x<3. 
4. a4YXT=( #: địt |E: tơi b) T=(-ø; = 2| t+(l: 2] 
K.. Ấì I3 m 
€}T ⁄ 3 ỹ đ)1 l: 
\ § 3 3 3 


tr 


A}-T=È2:bỊ T= |6: tœJ: cÿ T = [l: 3J:đý T=(-3: 0J‹2[11:3}. 
6, 3)ĐKXĐxXx¿⁄¿IBPT+c+2x—I<lx- II 


2x—-Ïl<x-lVvớtx >l 2 
$$ ) c»N« 
|23X-~I<l~xvớig <1 Ä 
l -2x *: 3 với x 
3 
xi mi 3 ` ° 
bÿ BPE «s }2x - I jưới - <&<4sc© x<- l hoặc x >2 


2X * kì ¬ An 

-0vớix> Ì Xi RE 2 NI & 81 
ề |l3w - § 2 
Q)IBPT ¿ š | Š c? 

| 2x + > I Soi 
“với x < | —SxXX_-WỚI x< l. 

3x -,Š 2 3 

[ Š 

|lxK< # 

3 


_ kx2 v2 
Hà 
N 
= 
lị 
3E ==-: 
= 
9| 2 
t— 
C 
C 
Ã .....Í 
| ¬a 
$ 
"—> 
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7. Hệ BPT‹› ml 
x<— 
KT 
X ã DkÁsz _ PH  .ˆ.Ẻ 
a) Muốn cho hệ BPT vỏ nghiệm. cần và dủ là ' | <> m< 5. 
b) Muốn cho hệ BPT có nghiệm duy nhất. cần và đủ là 
m -Ï 
l©» mì -5 
4 


8. Giải hệ gồm 2 BPT đầu ta được x > I. Kết hợp với BPT (3) suy ra a < Í. 


§6. BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÀ 
HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT 2 ẨN 


I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. BPT bậc nhất 2 ẩn x, y là BPT có dạng : 

ax +by +c >0 (Ax + by +c< 0) với a +bể 
Nghiệm của BPT ax + by + c >0 (ax + by +c< ÖØ) là một cặp số (Xụ: yụ) 
sao cho axụ + byg + e > 0 (axg + byy, +c <0) 
Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, môi nghiệm (xụ; yạ) là một điểm. Tâp hợp 
các điểm đó là miền nghiệm của BPT. 
2. Định lí 
Trong mặt phẳng, Oxy, mỗi đường thắng d (d) : ax + by +c = Ö chía mật 
phẳng thành hai nửa mặt phẳng. Một trong hai nữa mặt phàng ấy (không kể 
bờ đ) là miền nghiệm của BPT ax + by + c > Ú: nữa mắt pháng Kia (không 
kể bờ đ) là miền nghiệm của BPT ax + by +c<0 
3. Quy tác xác định miền nghiệm của BPT 

ax + by +c >0 (ax + by +c<0) 

Trên mặt phẩ#g Oxy, vẽ đường thắng ax + by t+c=0(d) - 
Chọn I điểm Mụ(xụ: yạ) nào đó không nằm trên (d). Xác định dấu của 
aXụ + byụ +. 
Nếu axạ + by + c > 0 (ax + by + c > Ú) thì nửa mặt phẳng (không kể đ) 
chứa Mụ là miền nghiệm của BPT. 
Nếu axạ + byg + € < 0 (ax + by +c >0) thì núa mặt phẳng còn lại (không 
kể đ) là miền nghiệm của BPT. 


20. 


+. Giải hè BPT bậc nhất 3 ấn 
daix thịy+ec[ >0 () 


|aax £bạy tcạ >0 (2) 


dụX + bạy +eạ >0 (n) 
Cúch trưi 
* Xác định các miễn nghiệm Tị, Tạ,... Tỉ, của từng BPT trong hé. 
*® „Ấy piáo của các mien nghiệm. 


II. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
I. Giả các BPT 


a2 -3y<U; b}ỳ=ÿ s -3; 6)®°#& -y z8. 
2. Xácdinh miền nghiệm của các hệ BPT 
x0 x<0 x-y-I>0 
8) : h) | Ầ c) : 
yx+0 |y<0 23x—1<0. 
3. Xác định miền nghiệm của 
|x| < 3 x>I Jx|<3 
u) xy <(Ú; b) | § c) 4 k # | 
lựelR lyl2 \yl<2. 


4. Các miễn sau đây trên mặt phẳng Oxy biểu thị cho các hệ BPT nào ? 
a) Cóc vuông thứ HÍ (kể cá biên). 
y^ 


`. 


đ) Eình chữ nhật ABCD e)l:ii` vuông MNPQ 
Hinh «+0 
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1H. HƯỚNG ĐẦẪN GIẢI - ?8Á LỜI 
1. a) (kể cả biên) b) (Không kế biến) 
y+ 


tính 43 
€) Gồm 2 miền [ và II xác định bởi (kế cả biên) 


HUY S9, 
Xíy<U` 


_y>U 
„4 
x†+y>U 


2. a) Góc vuông I (Không kể biến) 
b) Góc vuông III (kể cả biên) 
€) Miễn A có biên x- y 1=0, 


Ạ Sun I 
không có biên x= - 


Hình HH 
3. a) Các góc vuông II, TV (không kế biên) 


b) không kể biên €) không kế At, A'U đ) Hình chữ nhật ABCD 
Hình 4Š 


4. ú) b)ệy ~Ð €)»)&“3 
.”=. xia 1<ÙU ty | 
Ặ |x+y—1s<0 
nà E F Lai (hoang 
|Iý |< 3 |x+y-1<0 


§7. DẤU CỦA TAM THỨC BẬC HAI - 


1. KIỂN THÚC CN NHÓỚ 


[. Tan thục bạc hài (một biển) là biếu thức dạng 
: 
añN + bx+c( z0) 
Neu \<b— đúc <0 (hoặc \'=b `” ac <0) thì tạm thức vỏ nghiệm 
$ Nà ; & b bì 
Neu A=0(V = li thì tạm thức có nghiệm kép x : SH 
2n a 
Nứu A>U0 (4` >0) thì tạm thức có 2 nghiệm phân biết 
BI VA Q- -b'+ VA' 
XI) (hoặc XỊ3 = : ) 
v= 3 : “s 3 
xử q 
2. ĐìnE lí về dấu của tam thức bậc hai 
Cho f(:) =ax” + bx +c(a z0) 
Nếu A<(0' >af(x)>0,Vxc R 


. | 
Nếu A=U ->af(x)>. VXz h 
- 
laf(x) - 0W: (XỊ. X3) 
Nếu Ax0 “si - s R 
MS) 0, V& c {( Z XỊ}tx(X)c | ) 
3. Chú ý quan trọng 
, [A<0 
30254 c>ÖŠ-J 55 ảybxuiên cha2 _ 
hs la > 
3 Ñ .c<i0 
f(X) =ax” +bx +c<0, Vx <+ : 
a<0 
II, CÂU EỎI VÀ BÀI TẢ 
I. Xét dủi các tam thức : 
L) ¬ k¿ 
bìx, l: clẫ3x ?x+tấi: đ) 2x +3x+ŠS 
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2. Xét dấu các biểu thức : 
3 ˆ = Š X ì 
ú) A=(Œ-x + 23)(x  -Šx+6): b) B ` 
I—3 
8 4N” —Í 
~# x”- 
cìC= ——: d)D _———Y 
Xx+I #`—2w+ll 


II. HƯỚNG DẪN GIẢI - TRẢ LỜI 
l.  a)f(x)®0, Vx e(-#;0)(2(2: +); f(x)<0. VX e (0; 2) 
l 


b) f(x) >0, Vx e (—z; —l)\2(1; +ø):f(x)<0.Wx £ ( 1) 
c)f(x)>0,Vxe R 
h) ổ ì 
đ}f(x)>0, Wx e (-l; ;):x)<0. VX€&(~ø; l2 | +” 
2. a)A<0,Vxe(-z; M2)(/2:2)- (3:+#Z): 
A>0,Vxc (42:2) 0:3) 
ế \ | 
b)B<0.Vx e [Z:iz|:B>0.Vx‹ | -øx— |. 
\2 3 
€)C<0.Vx e (—ø; —l) Ó (8: +); C>0, Vx e (-I:8). 
P1 II l1] 
dđ)ìD<0U.vwxe [-š:;]:p>0.vs e -ơ3; |t2|—:1|t20:+2). 
235 1 VỆ 


§8. BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


I. KIẾN THỨC CÂN NHỚ 


1. Bất phương trình bậc hai (một ẩn) là bất phương trình có một trong 
các dạng f(x) > Ú, f(x) < 0. f(x) 3 0, f(x) < 9 trong đó E(X) là tam thức 
bậc hai (một biến). 

2. Cách giải bất phương trình 

Ấp dụng định lí đấu của trần thức bắc hai xét dấu vẻ trái 

Chọn ra tập nghiệm thích hợp. 

Biểu diễn tập nghiệm trên trục số. 


HH. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
=1. Giải các BPTsau: 
n0) K°—.58 <5 b) 3x— 2x” >0; cjKˆ=1<0 
d)3—-x >0; e)3X”—2x< 1; f)~24 ”+5x+1>0, 
2. Giải các BPT sau : 
d)(2— 3x +x) 2+ <7 Le: 
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X” =HXU 3 Ì Xi 3 
bJ -- c) i 
3J- Đx & W  -3 X 
+ ẻ ì 3 : 
& 3 w-J3. Ñ tHẬ›12 \ ÄKC” K3 
đ) * > 5 H Ăc) > >(. 
l-% LẴN: #^ dd 2K-K 


võ nghiem 3 


3. Với cúc giá trị nào của mì thì các phương trình sau có 2 nghiêm phân biết 2 


a) 0m 2x” + 2mx 3+m<=0; b)(m+ 30x” - (m- l)x+m =0, 
4. Giải các hệ BPT 
" 3 
`. |3” - 10x+3>0 
a8) 4 š b) la 
l3 I>0 (XV 6X l6<0 
3 
[L2 ++»w 
4L. A 7?œ< 0U 
cÌỈ „ ° d) J„2 >4 
w-2x- l2 TS 


§”`-Ä3#t 6>0 


@)l<w» -ðAX 7<4. 
§. Với cúc piá trị nào của mì thì các BPT sau võ nghiệm : 


äÄ}-& #®@Äm U«£Ùs b)3x” 2mx+m+l<0. 


6. Với các giá trị nào của mì thì các BPT sau n 


m đúng Vx e lÑ: 


a)- 3X -2mx+m+l<0: bì 4x” - 2(m— 2)x + m > Ú. 


HH. HƯỚNG ĐẪN GIẢI - TRÁ LỜI 


Í„.3'ÏÍ : 
I. aIT=(0 5): bịt |0 |: e)T=( 1: l): 
[=1 
. „1 x.[3 đãã 
80T - 1 V3:vVA |: É) ' RÌ) || š ñ) 1T ' 
.., 4 
2. ä) Lập bằng xét đầu về trải 
'ợ=I % 
= 3 vI3 3 v13 : 
Í "5 " 
) 2 
x K` TT bà | + + + Ú ũÚ 
X° tần | | 4 Ú Ụ 4 + 
VI + + U 
¬...=_..:.=.` 
Chọn ra tận nghiệm: T | h h E | k2iJI: 2] 


b) Chuyển vẽ. Lập bang xét đấu về trái T=(-z; 0) C2 (:: \. 
` ỷ 


cïT =(Œwz ft :2 (Ä: +2) 
dì) =[=5: -3J©( 
e) BPT đã cho <» 


Tz( -œ:~l© (0 E)C/©:3), 
3 


a)A =m"- (m -2)(m 3)=5m -6 


3) 
PT có 2 nghiệm phân biệt khi A' =ŠŸm 6>0<>»m> - 
h) 


6 
PT vó nghiệm khi m < : 


b) A=(m- lo 4m(m + 3)= $m° l4m + l 

PT có 2 nghiêm phân biệt khi A >0 <» 3m” + l4m -l<0 
[*~z” Tả CC 

«>me ——n P 


52] Í Z+x52 | 
PT vô nghiệm khi m ‹ | 2%: P- d J=| * ý yø 
\ # j 3 ) 


a). T = [;+): bộ T = ( z2 208) 
3 3) 


c)T=(-ơ; | ⁄2)+2(1+2:+z): đ) T=[-4; -2) 
e)T=(1 2/3:- 2)2 01323) 
a) BPT võ nghiệm khi và chỉ khi x hư âm T1>0.x Ít. Điều này 
không xủy rủ. 
b) BPT vô nghiêm khi và chỉ khi 3x” 2mx+m+l>0,Vxc Ñ. 
A'=m - 3(m+l)<0<»mẺ 3m-3<0 
3 đại 31 M2t 


‹» <m< 
2 2 
a) BPT nghiệm đúng ⁄x c R khi và chỉ khi 
3x" - 2mx+m+lI<0,Vxe lR. 


A=m +3(m+ l)<0<» mˆ + 3m +3<0<» Vô nghiệm. 
Vậy không có m để hài toán thoả mãn. 
b) BPT nghiệm đúng Vx c ÏS khi và chỉ khi 
4x” - 2(m- 2)x+m>0,Vxe TR.` 
A'=(m - 2)” - đm<0<>m” - 8m+4<0 
‹>»mc[4-2/3:4+23|. 


§9. PHƯƠNG TRÌNH VÀ BẤT PHƯƠNG TRÌNH 
QUY VỀ BẬC HAI 


k KIỂN THỨC CẦN NHỚ 


-PT† và BPT chứa ân trong dâu giả trị tuyệt đối 
Cách giới : Bộ các đầu giá trị tuyết đối, dựa vào định nghĩa 
Aneu A>0 
|AI =4 A nêu A<0 
3. PT và BPT chứa đhÄ hong dấu căn bậc hai 
a8) Giải PT dạng Ví(x) 8(X) 
* ĐKXP của PT: |IE) >0 
|g(x) >0 
*® Bình phương 2 về: f(x) = #0) 
* Két hợp với ĐKXĐ. chọn ra k2ag: 


n Jf09 gˆ(x) 


Công thức chúng: f(x) - g(x)<© 
[g@): ~0 
b) Gin BPT dạng Vf(x) > g(X) (l) 


* 1)KXĐ của BPT: f(x) >0 
* Xét 2 trường hợp đổi với g(Xx) 
: h F f(x)>0 
+ Nếu g(x) < 0 tì BPT có nghiệm thoả mãn 
s(x) <0 


+ Nếu p(x) >0, bình phương 2 vế của (L) được (x) > g0) 


= 

f(x) > ø”(X) 

BEể có nghiệm thoả màn \ K} ° là 
({X) = Ô 

[lợp nghiệm cúa 2 trường hợp trên 

| jf(«) >0 


Ìg(x) <0 


lê ¬. 

Ìgœ) >() 

€) Giải BPT' dạng Ví) < g(x) (1) 

Jf&) >0 

Ìg(x) > 0 

Bình phướng 2 vẽ, kết hợp với ĐKXĐ suy ra nghiêm của (l) 


g(x)>0 
Công thức chúng: Vf(x) < 8(x) <> % 4# 2 
<f(x) < gˆŒœ) 


Công thức chưng: Vf(x) > a(x) c> 


ĐKXĐ của BPT : 
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3.*# PT trùng phương 
a) PT trùng phương là PT có dạng ax +bx +e=0(az0) () 


b) Cách giải : Đặt ẩn phụ y = XÌ( (y>0) 
Đưa vẻ PT bậc hai : Jự đếm Ệ MU ©) 
\y>0 


Chủ ý 
PTCH) chỉ có nghiệm khi PT (2) có nghiệm không ản:. 
PT(1) có nhiều nhất 4 nghiệm. nêu PT (2) có 2 nghiem dương 


H. CẤU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1l. Giải các PT 


3 
a)x” -l2x~ II=0; b)2x+1-lxl=5; c)ì- công 
x—21 
d)lx=Il+lxI= 1: €)lš” = =2 + I. 
2. “Giải các BPT: 
a)l1 - 4xl> 2x + l: b)x -XỈÍx+ Il<3 
c) l2x + Sl>l7 - 4xl; 0Ú: 
đó Ki 
dị LẺ,  . <1: 
§ tịx 5Š} 


4. Giải các phường trình 


a} và ~ 3J. =8? 


) 


$ 
b) dạ Š ỦN ‡ Í: ®% 
F3 
đ)(x+ I(x+4)—-3VX” + Sx r2=6, 
4. Giải các bất phương trình 
WXP1Sk3 b) {#2 —x 12«ĂẮ7-x 


ey V21 - 4 gy ki - 


ẢX—N  —A 3<0Ú: =3x—Ì0>- 2 
c) VxX+ Lả “Ai = N x >XÐ?x -8, 
II. HƯỚNG ĐÂN GIẢI - TRẢ LỜI 
tr +2x—1=0 
] 
w< 
li : 
1l. a)x -lÐx- Il=0<3 ° #@ Tel v2: 1rv2:ll 
lÍx? xế II .-Ð 


| 
\*? N 


¡- vã 1+ V5 


¬ 


b)TỊ4l:c)T =‹ t¡d)T=[0: 1]:e)T=([0:1+ vầI. 


aÐll - 4xI>2x+ 1y 
LÍ 4x>2xe«+ l 


led 
|Xá—= r 
l _.. 
= k ¬ ©T =(-z:0]t+[I:+s). 
¡J4x-1>2x+l xơi 
lÍ l 
x>m— 
jế: 


b2AS,lx+llx-3<0 


l:? tx(x+l)-3<0 


x<-Ìl -#.£## =1 3 
c2 ` ©-j 2 —=K—. ~s:t 
[x2 +x(x+1)~3<0 xi =—Ï PS, 

|x>-l 


€) 2x + 5> l7 - 4xl €3 (2x +5)” >(7 - 4x)” es (6x - 2) -2x*# 12) >0 


&3‹L3x ~ lJ{x - 6) </0 œ&> 'T [4| 
và ¿ 
3v. = Š SDNlg 
dì —=—=#s.0 @ 8 €› T(2:3) ÒÓ (3:+œ) 
|x-ẩ| SIA >3 
: 3 Ệ 
gj T=| -4t—> [tư 
3/ 3 
jx? sxiả| LẠ) Íg ` 
Ũ ở ba <» 1 |*;J*“ s9 |, 
| # =4 Í h 3 ) 
t0) Le [217]: b)1= |3! e)T={1;5: 
d)Đặi VhỄ + # +3 =y(y>0) 
IẾN:-; 
PT«s |JY 3 “y4 
ly >0 
Giảt kể v3 v2e4e©Tel-hL 


3x—1>0 | 
4. a) J2x-l<xc©  ®T=[ies|MH 
2x-l<x“ 2 
b)T=(-øœ; - ola S|: e)T={[1;3] 
đ)T =(-ø; -2] Ó [I4; +m) ; e)T =4: 5] C (6; 7]. 
§10. Bài đọc thêm" 


ĐỊNH LÍ ĐẢO VỀ DẤU TAM THỨC BẬC HAI 


I. KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Định lí 
F Cho f(x) = ax” + bx +c (a #0) và ơ e R 


f(x) có 2 nghiệm xị < x2 


af(œ) < 0 => Ị 


Xi<ữ<X; 
2. So sánh một số œ với các nghiệm của Í(x) = aX +bx+€ (a0). 
* Tính af(œ) 
+ Nếu af(œ) = 0 thì œ là một nghiệm của Í(x) 
+ Nếu af(œ) < 0 thì xị < œ < xs (xị, xa là 2 nghiệm của f(x) 
+ Nếu a.f(œ) > 0 thì : 
af(œ) > 0 


SXI<X2 <0. 


II. CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 
1. Tìm các giá trị m để các PT sau có nghiệm thoá mãn cc điều kiện đã chỉ ra : 
ã) XÃ - (2m +3)x+m =0:x¡<3<x;:2<X|<Xa 
b) (m - 1)x” ~ (m 5)x+m~-I=0;~l <xi<Xa;Xị <Xa< 3. 
2. ChoPT:(3- m)x” -2(2m - 5)x- 2m+5=0 
a) Tìm giá trị của m để xị <0<x¿<l 
b) Tìm La! trị của m để PT có 2 nghiệm dương pm biệt. 


3. ChoPT:xf+2mx”-m=0 
a) Giải PT khi m= 2: b) Xác định m để PT vô nghiệm. 


* Dùng cho HS ban Nâng cao. 
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IH. 


vở 


HƯỚNG DÂN GIẢI - TRẢ LỜI 
a) Để xị <3 <Xa „cần và đủ là f(3) =m” - 6m <0 0 <m<6 


Để 2 < xị <x¿ , cần và đủ là 


f(2) >0 wols''obdkoMdng 
A^A»>0 @ L-Ó hớc? -¬m >2+ 6 
2. l 
2 m>— 
š \ 2 -c 
b) cm <0m >Í 
5 
m<~-=:m >]. 
k) 
a) Để xị < 0 < xạ < , cần và đủ là : 
(3~- m)f(0) <0 (3- m)(-2m + 5) < 0 5 18 
SS=Šfữ==- 
(3- m)f(1) >0 (3 - m)(—-7m + I8) >0 2 87 
b) Để 0< xị < x¿ , cần và đủ là : 
(4- m)f(0) >0 (2- m)(-2m + 5) >0 
4A'>0 © 42m” ~9m +10 <0 © vô nghiệm 
x0 2= 
2 3—m 


Khong có m để bài toắn thoi mãn 


" 
a) Khi m = 2 PT trở thành xl°+4dx -2=0 


3 

1 “+41 =2 = ă 

ĐỀ z0066 Là nc P..:.r -ố 4/6 
t>0 


X== 
PT đã cho có 2 nghiệm : x = +\/^26 -2 
b) Đại x°=t (t>0) 
ro Má. = 
Xét PT: tˆ +2mt—m =0(2) 
t>0 
2 
A"=m“ˆ +m<0 
PT (2) võ nghiệm khi | có nghiềm kép âm ` 
kẽ không xảy ra; 
có 2 nghiệm âm c 


Vậy -l <m<0. 
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ÔN TẬP CHƯƠNG 4 


I. BÀI TẬP 
1. Giải và biện luận theo m 
a) m(l - xm) > l— 2m; b)mˆx+l<x~—m. 
“2; Chof(x)= mx” + 2mx + 2m - 3. Xác định m để 
8) f(x) = 0 có 2 nghiệm phân biệt 
b) f(x) = 0 có 2 nghiệm trái dấu 
€) f(x) = 0 có 2 nghiệm và ] nằm trong khoảng 2 nghiệm 
đ) f(x) = 0 có 2 nghiệm đều lớn hơn — 2 
©) f(x) = 0 có 2 nghiệm xị, xạ và xi <0< x: <3. 
4. ChoPT:(m- . - 2mx” + I (1) 
a) Giải PT(I) xhï m = 2. 
b) Xác định m để PT(1) có 4 nghiệm phân biệt. 
4, Giải các BPT 


X 
<1] 


a)lx+ II=l2x-— H; b) 


x2 
©)lx —3x + lI>1; đ)Ix” - II+lxÍ> 2x - I 

e) j2x-3<x+l; bD.2Mx?-x—1>x 

8) MI2—x =x+l=v2x—5 

h) x— 3VX +1 +3 > 0 (Thi Đại học Đà Nẵng — Khối ID, 1997 ~ 1998); 
Ð x+5~ dNk+4 >Xx+3 (Thì Đại học Ngoại ngữ, 1997 ~ 1998); 
k) lx” + 3x — 4l— 2lx + 3L+2=0 (Thi Đại học Huế, 1997 — 1998), 


D2(—X)jx” + 2x ~1 = x” = 2x — L(Thỉ Đại học Dược. 1997 ~ 1908) 


II. HƯỚNG DẪN GIẢI - TRẢ LỜI 
1. Bạn đọc tự làm. 


3 3 
3. ä})0<Šmx<3; b)0<m<—~; €)0<m<= 
2 S 
s 
d)m<0;:m>3; Ỷ. ưng 
17 2 
SE 
3. a)x=#N2+43 ; , b)m > I 
4. a)T=lQ02); b)Tz(s;l); c)T=(<s;0]C[1I:2[t2 [3 #e). 


F2 j 


X 
= \ 
d)T = Ỉ xả h @T s lš+z E 
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5.33 3+2 1 \ : 
hút =|-ue” T” LH cưới #)T= l3] 
{ $ Ỷ 
3+2] 
h)T =[-I:0)t2(3: +); nr-|a | 
1ä V33 
lạ s44 bê) 
| 2 
R3 3 3 _.. 
[ Đặt = VXT ©2x —[ =>» =X - 2X + rồi thể vào PT đã cho 


GIẢI rait=.2y te -ÖN: 


T={-I-ý6:~- I+6 |. 


CHƯƠNG V 


THỐNG KÊ 
§1. BẢNG PHÂN BỐ TẦN SỐ VÀ TÂN SUẤT 


L. KIÊN THỨC CẨN NHỚ 


1. Trong hàng phần bố ghép lớp ta có 
a) Giá trị đại điện của lớp thứ ¡ là số trung bình cộng của hai mút của lớp 
đó. kí hiệu là cụ. 


b) Tân sở của lớp thứ ¡ là số n¿ các số liêu thống kê thuộc lớp đó. 


€) Tâu suất củalớp thứ ¡ là Íj = —E với nụ là tấn số của lớp đó. n là số các 
n 

sở liệu thống kẻ. 

3.Chu ý 

+ Trong bảng phân bổ tân suất thì tần suất được tính ở đạng tí số phần trăm. 


E Cót giá trị đạt điện của các lớp có thể Không có mặt nếu giá trị đại điện 
lớp không có nghĩa (Không tính được). 


VI DU 


Cần Kiểm tra sức khoẻ 40 học sinh của lớp 9A trường T ta được bảng số 


liệu thông kẻ sau : (đơn vị kgì 

50 s3 48 40 sa 
4s 50 347 +9 53 ) † 
j3 MU ãÚ S3 i6 3 dđU 55 57? 3 
1" 38 143 45 47 hh) 49 48 45 40 


a) Hãy lập bảng phân bố tần số ghép lớp và bảng phân bố tần suất ghép lớp 
với các lớp. ũ : : 

[38 - 41): [41 - 44): [44 - 47): [47 - 50): [50 - 53) ; [53 — 56); [56 - 59| 

b) Hãy cho biết có bao nhiêu phần trăm học sinh của lớp này nặng từ 44 kg 
đến dưới 53 kg. 

* Bảng tần số ghép lớp 


[ Lớp cân nặng (kg) | Giá trị đại diện | _ số 
{38-4 | _ 395 
lH-4U | 4$ 
[44 - 47) 45,5 3 
{47 - 50) 48,5 10 
_TI80-3ỹ | — Shổ 5 
[53 - 56) 545 5 
{6-50 | — 573 6 
n=40 


® Bảng tần suất ghép lớp 


Lớp cân nặng (kg) | Giá trị đại diện T Tần suất (%) 
[38 - 41) 39,5 L 15,0 
[41 - 44) 4245 T5 
44-4) 7 | - 455 125 
{47 - 50)_ 485 25,0 
"”“g.m\ | ” %8 In :.g 
[53-56 | 545 12,5 
{56 - 59] 575 15.0 
¬ = n= 100% 


Số phần trăm học sinh năng từ 44 đến dưới 53 kg là 
12,5% + 25% + 12,5% = 50% 
` (Là tổng các tần suất của các lớp thứ 3, thứ 4, thứ 5). 
II. BÀI TẬP “ 
1. Theo dõi 30 chuyến xe khách chạy từ Hà Nội đến Nam Định ta có thời giaI 
..__ chạy của xe (đơn vị phút) được ghi trong bảng số liệu thống kê sau : 
110 I15 115 90 120 110 90 95 115 120 
115 120 95 105 §S 90 75 §0 90 125 
125 II0 90 95 90 100 95 120 100 110 
a) Hãy lập bảng phân bố tần số ghép lớp và bảng tần suất ghép lớp với các lớp 
[75 - 85); [8Š - 95): [95 - 105): [105 - 115): [115 - 125] 
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b) Nếu thời gian chạy của xe là dưới 105 phút thì được coi là xe chạy nhanh. Hỏi có 
bao nhiêu phần trăm số xe ta theo đối được coi là chạy nhanh 2 

Cho mỗi học sinh lớp G ném bóng vào rổ trong 3 phút ta được số lần bóng 
ném trúng rổ lần lượt là : 


15 I2 20 l6 I7 18 10 6 8 3 
17 Ñ 19 18 5 19 lên) 9 14 12 
2I 20 13 1S II Đ 14 2 4 llÌ 


12 17 1S 23 10 12 18 16 14 13 

10 12 9 15 II I4 13 1§ 16 14 
a) Hãy lập bảng tần số và bảng tần suất ghép lớp của bảng số liệu thống kê 
trên với các lớp là : 
{2 - 5):I5 -- 8); [8 ~ 11): [LI — 14); [14 - 17): [17 - 20); [20 - 23] 
b) Người nào có số lần ném trúng rổ dưới II lần là không đạt yêu cầu. 
Người nào có số lần ném trúng rõ từ 17 lần trở lên là ném tốt. 
Hãy cho biết tỷ lệ phần trăm của số người ném không đạt yêu cầu và tỷ lệ 
phần trăm của số người ném tốt. 
Theo dõi nhiệt độ của 36 bệnh nhân bị sốt do viêm phế quản ta có bảng số 
liệu sau (đơn vị "Gì: 


3 5383 3932 39 394 19šý 38 387 39/2 

393 38 364 386 39 393 382 402 386 

37.8 39 3487 391 395 394 392 399 38.7 

§ 392 386 378 382 39§ 406 385 388 
a) Hãy lập bảng phân bố tần số và tấn suất ghép lớp của bảng số liệu trên 
với các lớp là : 
[37.8 - 38.2) ; [38,2 - 38,6) : [38,6 — 39,0) ; [39,0 - 39,4) ; [39,4 — 39,8), 
{39.8 - 40,2) : [40.2 - 40.6]. 
b) Hãy cho biết số người bị sốt từ 39.0°C trở lên nhiều hơn hay số người bị 
sốt đưới 39.0 ”Œ nhiều hơn. 
Đo chiếu cao cho T00 học sinh: của trường A ta được bảng số liệu sau (đơn 
VỊ: Cm) 


Nam Nữ 
170 175 168 165 159 l60 152 172 154 155 
172 I73 167 IóS 160 I3 154 l73 53 159 
179 I08 170 164 176 I65 163 165 154 163 
180 I69 1ấ58 155 157 lối 147 169 167 175 
154 lầy 153  Il67 173 1Ió7 142 170 169 160 
l2 153 !152 l6Il I70 I68 148 150 152 154 
l6  lI48 150 167 182 I57 154 152 170 157 
171 I53 142 159 157 I63 153 163 lI76 lối 
145 l67 158 169 168 HO 169 159 175 l67 


167 l6S 171 174 167 I6 163 lóI 154 168 


a) Hãy lập bảng tần số phép lớp; bảng trần suất ghép lớp theo chiều cao của 
nam và theo chiều cao của nữ thẻ hiện trên cùng một bảng với các lớp là : 


[142 - 150); [150 - 158) : [158 - 166): [166 - 174) ; [174 - 182Ị. 


b) Trong số những học sinh chưa cao tới 158 em thì học sinh nam đông hơn 
hay học sinh nữ đông hơn ? 


HƯỚNG DẪN GIẢI 
1. a) Bảng tần số và tần suất ghép lớp 


Lớp thời giản '(phúp. | Giá trị đại diện Tân SỐ Tần suất % 
{75 - 85) 80 2 667 —- 
| _ #ế- 95) KẺ SA f 97348 HE 2333 
95-105) 7 | 10 - 6 -20/00 
[05-15 | H0 |] s5 l687 —~ 
15-12) | - 120 0 — 3333 
l 1 n=40 E: = 100% | 


b) Số phần trăm xe chạy dưới 105 phút là : _ 
6,67% + 23.33%. + 20,00% = 50% 
Vậy có 50% số xe ta theo dõi được coi là chạy nhanh. 


2. a) Bảng tần số và tần suất ghép lớp 


l Lớp số lần ném trúng | Ñ Giá trị đại diện Dễ Tân số _ Tần suất % 
2-5) 3.5 3 6 

lo mà l= g), cũ ị 65 | Ï 2 ' 1 

FT TT NG 

_ mm | HE J 1H 32 

 =——= —= “ướt . = 
|It- 17) 15.5 t4 | 38 

| _- M?- BS | I6 

 wg. j4 ˆ m=r BA = 

———_—_—_ “h8 j1. 


b) Phần trăm số người ném trúng dưới L1 lần là : 16% + 4% + 6% = 30% 
+ Có 3° số người ném không đạt yêu cầu. 
Phản trăm: sö người ném trúng trên L7 lần là : 16% + Ñ = 24% 
" 


=> Có 241% xố người nềm tôi 
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43. ai Bang : phân bố tấn số và tàn suất ghép lớp 


| Lớp nnhiel độ °G) Ệ. Giá trị ¡ dại ại diện Í Tân số _ Tần suất % 
_ J#§ - 38,2 3g | 38.0 - 6 16.667 - 
_ J382 -386) | 38,4 | 6 16,667 
Ƒ ‡ ——— —È ———— -‡†——_— 
— 1N, 6 39,0) 38.8 | 7 19.444 
| — 1390-3944) 39.2 k 9 25,000 
¿ : ị c=: =. _. — 
— 1394 39,8) 39,5 | 4 11.11] 
L J 143 _—=—=_= 5. 
J398-~ 403g) | — 400- I=Ã=.-:... H 
— [402 -40,6J lì 404 — bí xng T S§6—- 
 -..‹  ˆ .ẻ." __ n=36 Š = 100% 


b) Tà có tỉ lẻ phần trăm số người bị sốt từ 39.0” *C trở lên là 
25% + II.111% + §5,556% + 5.5561% = 47,223% 


=> Tỉ lệ người sốt dưới 39.0°C là 52,777% 


Vậy sở người bị sốt từ 39.0°C trở lên ít hơn số người bị sốt dưới 39.0C. 


4. a) Bảng tấn số ghép ] theo nam và theo nữ là : 
Tân số 
_kếm chiều cao (cm) Giá trị đại điện E Ñm— ~ Nữ =2 
|__ 1142- 150 K. roi 0c: xế vo 
|__ i150- 158) I54. TC 10 _ lệ — 
_ Hã§8 - 166) - 162 12 Ib) 
L— 166- E7⁄4. T j] | + l4 
|[_ IÍ7- I82J. | ¡¡ Tp lan). sen lăn: vo 
| nị =Š0 nạ = S0 
Bảng tấn suất phép tóy heo nam và theo nữ là : 
Lớp chiều cao (em) „- Giá trí dại diện L- -l quất _ 
SỬ NI bá Kao. ] Nữ_ 
[1442 : l§U) | 146 6 6 
II $U 5Ñ) | 1 14- z 20 : | 30. 
{l§§- 106) 162 24 | 30 
_—_ 1166- 174) 170 38 28. 
[I74- 182]: fNố — l2 6 
| Y= = 100% Đề 100% 


b} Tạ có tần số của số học sinh nam cøo dưới PŠ8 em là 3 + 10 = 13. 
Ta šó tần số của số học sinh nữ cao dưới LŠS§ em là 3 + 1Š = I8. 


-> Trong số những người cao dưới 5Š em thì học sinh nữ đồng hơn 
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§2. BIỂU ĐỒ TÂN SỐ - TÂN SUẤT 


I. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Các loại biểu đồ 

a) Biểu đồ tần số hình cột : 

Được vẽ trên mặt phẳng toạ độ, bao gồm các hình chữ nhật có một cạnh nằm 
trên trục hoành thể hiện một lớp trong bảng số liệu ghép lớp, cạnh kia vuông 
góc với trục hoành thể hiện tần số tương ứng của lớp. 

b) Biểu đồ tần suất hình cột. 

Khi thay cạnh thể hiện tần số của hình chữ nhật trên bằng tân suất % thì ta 
có biểu đồ tần suất hình cột. 

Chú ý : Khi vẽ biểu đồ hình cột ta thường vẽ thêm đường gấp khúc tần số 


(hoặc tần suất). Đấy là đường gấp khúc được kẻ qua các điểm có toạ độ (€¡, 
n¡) hoặc (c¡, f,%) với c¡ là giá trị đại diện lớp ¡ ; n; là tần số của lớp ï, f¡% là 
tần suất của lớp ¡. 

c) Biểu đồ hình quạt : 

Được vẽ trên một hình tròn. Mỗi hình quạt có trên hình tròn thể hiện một tỷ 
trọng % của một lớp số liệu có trong bảng phần bố ghép lớp. 

2. Ta phải đọc được nội dung mà biểu đồ tần số, tần suất hình cột, biểu đồ 
hình quạt thể hiện. 


Ví dụ 1. Cho bảng phân bố ghép lớp về điểm kiểm tra của 50 học sinh lớp 


A là: 
Lớp điểm | Giátriđạidiên | _ Bm số - “Tân .. % 
[0 - 2) l 
lim D38... ã 10 
ISr.:ZT: 03 pin: tiy cờ tạ —8 | 40 | 
TH mm n==.x | l5 30 
[8-10]: v | 7 14 
| _ n=50 | X=100% 


a) Ta có biểu đồ tần số hình cột 
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Đường gấp khúc tần sô 


ö + -— | +> 
l 32 3 4 5 6 ⁄ 8 9 10 Điểm 


Hình 46 
b) Biểu đồ tần suất hình cột 


Đường gấp khúc tần suất 


10 Điểm 
Hình 47 


(1) Điểm trong khoảng [0, 2) 
(2) Điểm trong khoảng [2, 4) 
(3) Điểm trong khoảng |4, 6) 
(4) Điểm trong khoảng [6, 8) 
(5) Điểm trong khoảng [8, 10] 


Hình ¿` “ 
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d) Dưa vào biểu đồ tần suất ta có nhận xét : 

Chiếm tỉ lệ thấp nhất là số học sinh đạt điểm từ 0 đến dưới 2. 
~ Chiếm tỉ lệ cao nhất là số hoc sinh đạt điểm từ 4 đến dưới 5. 
~ Đa số học sinh (70% ) đạt điểm từ 4 đến dưới 8. 


Ví dụ 2. Cho sơ đỏ hình quạt thể hiện sự tiêu thụ các loại thịt của dân thà 
phố T (tính theo tỉ lệ phần trăm) 


(1) Thịt lợn 
(2) Thịt bò 
(3) Thịt vịt 
(4) Thịt ngan 
(5) Thịt gà 


Hình 39 


— Từ sơ đồ hình quạt ta có bảng phản bố về sự tiêu thụ các loại thịt của d 


: loại thị bán ra Tỉ trọng tiêu thụ (%) E 
“Thulợn | — 4025 
Thịt bò 25.75 
Thị vịt 7,50 
Thịt ngàn 8.15 
Thị gà 1845 —- 
> = 100% 


Tỉ trọng trong bài toán này được hiểu là : 
Ví dụ 
Số kẹ thịt lợn bán được 


Tỉ trọng % thịt lợn = — › 100% 


Tổng số kg các loại thịt trên bán được 


II. BÀI TẬP 


1. 
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Từ bảng phân bố tần sổ và tấn suất phép lớp của bài tập I.§1. hãy vẽ bị 
đồ tần số hình cột và đường gấp khúc tần số. Hãy vẽ biểu iồ tấn suất hì 
cột và đường gấp khúc tần suất. 

Từ bảng phân bố tần suất lập theo chiều cao của học sinh xam và học sỉ 
nữ trong bài tập 4, §I hãy vẽ trên I hệ trục toạ đọ hai đưcng tấn suất 8 
khúc vúa chiêu cao học sinh nam và chiều cao học sinh nữ. 


= Dựa vào hai đường gấp khúc tân suất vẽ được ở trên hãy so sánh các phân 

bố theo chiếu cao của học sinh nam và học sinh nữ. 

Tĩnh hình tham giá các hoạt động hè của thiếu niên phường T được ghi 

trong bảng phân bố ghép lớp sau : 
[ 


Số người tham gia 


Các hoạt động 


Ï Thể dục 


Văn nghệ 


Cả thể dục + văn nghệ 


Không tham gia gì 


Hãy vẽ biểu đồ tân số hình cọt cho bảng số liệu trên. 


Cơ câu phân loại học sinh ở một huyện miền núi được cho trong biểu đồ 
hình quát sau : 


(1) Học sinh giỏi 
(2) Học sinh khá 
(3) Học sinh trung bình 
(4) Học sinh yếu 
(5) Học sinh kém 


"Hình S0 
a) Từ biểu đồ trên hãy lập bảng phân bố trình bày cơ cấu phân loại học sinh 
của huyện này. 
t) Hãy vẽ biểu đó tân suất hình cột minh hoa. 


Thống kê về trình đọ văn hoá của một công ty tạ có kết quả sau : 


Lớp trình độ vận hoá Số người 


Hiểu học cơ sở 
__ Trung học cơ sở 
Trung học phố thông 

— Tốt nghiệp đại học 

Thạc s 


- ' é _ 250 
‡) Hãy lập bảng phân bố tần suất cho bảng số liệu trên rồi vẽ biểu đồ tần 
tuất mình hoa. 
3) Hãy vẽ biểu đồ hình quạt thể hiện tỉ lệ phần trăm vẻ trình độ văn hoá của 
;ấn bộ trong công ty. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI 
1. Biểu đồ tần số hìnlm.ột và đường gấp khúc tần số 


n, (số chuyến xe) 


75 80 85 90 98 100 105 HO 115 120125 Thời gian (phút) 
Hình Sĩ 
Biểu đồ tần suất hình cột và đường gấp khúc tần suất : 
4 Tấn suất % 


33.33 


23,33 |- 
20,00 |- 


> 
758 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 Thời gian (phút 
Hình Š2 
2. Đường gấp khúc tần suất của 50 học sinh nam, 50 học sinh nữ. 


Tần suất % 


3BÌ<seas- <¿ S244 s5/0/9661108644 
5g R „„ Tần suất chiều tao 
c của HS nam 
ĐA | Lccss2ccaBsa226562/2659586 
20 
Tấn suất chiếu cac) 
của HS nữ 
VÔ bo 5256050 224008620k 3-04 
BÍ hh2S⁄224ã 6e eesaidftoecla 


142 146 150 154 158 162 166 170 174 178 182 Chiểu Co (cm) 


Hình S† 
142 


b) Tả nhân thấy : 

= Với chiều cao dưới 166 cm thì tỉ lê học sinh nữ nhiều hơn. 
— Với chiều cao.trên 166 cm thì tỉ lệ học sinh nam nhiều hơn. 
1. Hoạt động thể dục 

2. Hoạt động văn nghệ 

3. Hoạt động cá thể dục và văn nghệ 

4. Không tham gia gì. 


n, (sổ người tham gia) 


30|: 
25: 
20Ị- 
s]- 
- > 
ụ 2 3 4 Các hoạt động 
Hình S4 
Bản; phân bố tần suất ghép lớp phân loại học sinh: 
_ Lớpphânloạ | _ Tần suất (Tỉ trọng) % 
— Hẹesnhgôi  |J ” "1u | 
Học sinh khá B- $I 
Học sinh trung bình 453 
š Học sinh yếu - 117 
__ Học sinh kém = _ AT 
— 210% — 
* IBiru đồ tân suất hình cột 
l. Hòc sinh giỏi 2. Học sinh khá 
3. Hòc sinh trung bình 4. Học sinh yếu 
Š. Hòc sinh kém 
®Íí% 


4'5,2|- 


1 2 3 4 5 Loại học sinh 
Hình SS 
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§. Bảng phân bỏ tần suất: 


_ Trình độ văn hoá - 3 “Tân suất LẠ = " = 
Tiểu học 6 ' : `. 
Trung học cơ sở 22 - › 
Trung học pho thong 60 — 
| Tối nghiep đại học L “10 cà Dị 
THØ6ẨT ca JJj S6 J9 6. se (| 
3= 100% -| 
* Biểu đỏ tần suất hình cột 
L. Tiểu học cơ sở 3, Trung học cơ sơ 
3. Trung học phố thông 4. Tốt nghiệp đại học 
Š. Thạc sĩ 
+ Tần suất 1% 
80 
22 
ko 
2 
P 1 2 cộ 4 5 Trình đồ vàn 


Hinh Ša 


(1) Tiểu học 

(2) Trung học cơ sở 

(3) Trung học phố thông 
(4) Tốt nghiệp đại học 
(5) Thạc sĩ 


Hinh S7 


L44 


§3. SỐ TRUNG BÌNH - SỐ TRUNG VỊ - MỐT 


L KIỂN THÍC CẨN NHỎ 


L. Sotiune bình 
Công thức tính : 


k k 
| 
a) Với bảng nhân bờ tân số x xịn Xu4F: 
#Ị k ï-Rị > f1 
ù 


trong đồ nụ, E, lần lướt là tần số, tấn suất của giá trị xị, n là số các số 
liệu thông kẻ. 


b) Với bảng phân bố phép lớp ta có 


trong do c. ý, ƒ lần lượt là giá trị đại diện, tần số, tần suất của lớp thứ 
1n Tà sở các số liệu thông Kế (n =nị + ny +... +nị). 
2. Số trune vị (Min) 


Số rung vị Mẹ của mọi đáy số liệu thống kế không giảm (hoặc không 
Ệ Ạ bộ bì ọ Ễ 
tăng. pomn so liều là : 


Số đún;: siữa đầy neu n le, 
Trung bình cọng của 3 


3, Mói 


Môi Mö là giá trị có tần số lớn nhất trong bảng phân bố tần s 


»¿ đứng giữa đãy nếu n chẩn. 


Nếu trone bạng phản bo tần số có hai giá trị đứng canh nhau có tân 
xố bảng man và lời hơn tìa số của các giá trị khác thì ta lấy mốt Mo 
là tre Binh cong của hịi gía trị đồ 


Trong truờne hợp 2 61a trị nói tren không đứng cạnh nhau thì dãy số 


liệu có 2 moi. 


Một bang số liệu có thị có nhiều mỏi, 
4. Chọn đại diện cho số lịú thống kẻ 

Trong trường hơi có nhiều số liêu thống kẻ cùng loại ta thường chọn 
số trung bình lùm đại diễn cho sẽ Hẹu thong ke về quy mô và độ lớn. 

Có những trường hợp số trung vị hoặc taốt được chọn làm đại diện 
cho số liêu thông kẻ vẻ quy mỏ và do lơn. Đỏ là khi ta không tính được 
giá trị trung bình, hoặc số liệu thông tê qua ítL(n < 10), hoặc giữa các 
số liệu thong ke có sự chenh lcch nhau quả lớn hoặc đường gấp khúc 
tần suät rất Khone đối xứng. 


Ví dụ ï. | Điểmx, Sở hài dan 
Tả có bảng phản bố tần số vẻ | 3 b 
điểm kiểm tra môn Toán của học 4 7 
sinh lớp 1UA là (xem bảng bên). | 5 lS 
` 

a) Tính điểm trung bình đạt được Ï 6 12 
An g S HN | 7 I0 
của học sinh lớp LUA , 

: ca rể R | § | 9 
b) Lớp TU có điểm kiếm tra trung — | 10 | 6 
bình là 6.56. Hỏi lớp nào học khá —' | "=1 


hơn. 
€) Tìm số trung vị và mốt của bảng số liệu trên 
Giải, — Ta có điểm trung bình của lóp T0A là : 
XẠ “2x314x7¡ 5x15 16x13 47x10 c8x 9 ¡10x 6) 
ï 63 
3813 


@2 


6.18. 


= Tủ có điểm kiểm tra trung bình của lớp LUB là xp - 6.56 —3 XI > XẠ 
> lớp I0B học Khá hơn lớp 10A. 


Số trung vị Me =6 


= Mốt Mo = 5. 

z TT h ` F x = Ĩ : ~. 
Ví dụ 2. Tà có bảng xếp loại học Học lực Tần số | 
lực của học sinh xã G như sau : Giỏi | 10 
a) Tính các số đặc trưng của bảng Khá | 30 
số liệu là : sở trung bình. mốt, xó Trung bình — j 70 
trung vị. Yếu | 34 

: hở z2 cá 2 s68 | R 

b) Chọn giá trị đại diện che bảng Kém | § 
số liệu thống Kẻ trên về quy mỏ và | n=142 


đó lớn. 
Giải. Số trung bình không tính được vì không có nghĩa 
Mối = số trung vị = học lực trung bình. 


Vậy giá trị đại điện cho bảng số liệu thông kẻ trên vẻ quy mô và đó l?n là 
học lực trung bình. 


II. BÀI TẬP 


{. Tính các số trung bình của các bảng số liệu cho trong bài tập 1 và 2. Ẩêu ý 
nghĩa của các số trung bình đó. 


146 


) 


Chó bàng xếp loại lao động của 


| 1.oại lao động | Tân số 
mOI >0 quan | Euuế 35 l 
4) PL lý tỉnh số trưng bình, trung vị l.oai B | ÓC) 
và móớtI cái bảng số liêu trên. | T.oäi € | 3ã | 
bì Hãy chún giả trị đạt diện cho Loại D | nộ | 
số liêu thông ke vẻ quý mô và đó Loại Ị | +7 
lớn Loại G | 38 
Khảo sát vé tiện lương hàng tháng Tiển I E Tầng 
) Xe § Ho. ẩn.số 
CỦi KIỘI CƠ SỞ SÂN X h S0) 0xL.12 S0. |REĐS... khả. 
S Ty S1) 1e AT : - 3 

xổ liệu sau (đơn vị triệu đồng Việt <0 z0 
Nam) | 0.6 70 
ä) Hãy tính số trung bình. mốt và ' 0.8 | 75 
SỐ Irttg v{, 1.0 8&0 
b) Hãy chọn giá trị dại diện cho I3 120 
số liệu thông Ke vẻ quy mô. độ 1.4 120 
lớn. | 1.5 90 

| 1.6 73 

l7 60 
| >I1.8 lễ 


HƯỚNG ĐẪN GIẢI 


Theo bảng số liệu của bài tập Ì. §T ta có 


I 
X (§Ú - 3 90x 7£100x6 + T10 x §5 £ 120 < 10) = 104,7 


30 
Suy ra thời giản chạy trung bình từ Hà Nội đến Nam Định của các 
chuyen xe Khách là 104.7 phút. b 
Theo bảng số liệu của bài tập 2, §T ta có 
lá 5 # ẩ 
(339* 6665x495 x16 + 12,5x 22 
IUU Š 


BÍS,S « 2B £ 1Ñ Šx lô + 21.5 x8) = 13,76 
Suy tạ trung bình môi người ném bóng trúng rổ khoảng 14 lần trong 3 
shút. 
9) Số trhne bình Không tính được vì không có nghĩa. 
Tạ con = 179 là số lẻ -» Số trung vị Me chính là số đứng ở vị trí chính 
;iữa của đầy só liệu, Đây là giá trị ứng với vị trí 90 của dãy. 
⁄ậ 


Trong bảng số liệu này tạ có 2 mốt là loại € và loại D. 


có Me = lao đồng loại Ù. 


3%) Theo két qua trên tà lấy giá trị lao động loại D làm giá trị đại diện cho 
:ố liệu thong kẻ vẻ quy mó và độ lớn. 

3ổ trung bình không tính được vì với tiền lương < 0,5 triệu và > I.8 triệu ta 
thông xác định được giá trị cụ thể, 
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Ộ l 
Mốt Mo - s3 + L4) = 1.35 triệu. 
Tà có số liệu thong Rẻ n= 733 
> Giá trị đứng ở vị trí 362 chính giữa dãy sổ liệu là Me = I.3. 


b) Theo trên ta có giá trị 1,3 triệu đồng là giá trị đại điện cho số liệu thống 
kẻ về quy mô và độ lớn. 


§4. PHƯƠNG SAI VÀ ĐỘ LỆCH CHUẨN 


1. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


I. Cách tính phương sai : 


k 
h z N ` | 
a) Theo bảng tần số rời rạc : sẽ 3. Xin, . 
n R- 


+ , x 3 k 2e Z 
b) Theo bảng tần suất rời rạc : S” SG X)'fị với Ï; 
¡=l 


k 
§ TH. | z 
c) Theo bảng ghép lớp tần số : Ñ  == >Ẳ¡ Xi°n; 
nề) 


k 
đ) Theo bảng ghép lớp tân suất : s> là N lí 
¡tt 


e) Dùng công thức sh-*? ằœˆ” 


k k 
Ị kỷ. SA 3 
bệ 3 xịn, tUÃ » 
"n "n 
têÍ rÌ 
*® Chú ý : Dùng công thức (te) tính nhanh hơn và chính xác hơn. 
2. Y nghĩa của phương si 
* Phương sai được dùng để đánh giả mức độ phân tán của các số liệu 
thống kê so với giá trị trung bình của chúng. 
* Khi hai dãy số liệu thống kẻ có cùng đơn vị đo và có cùng giá trị trung bình 
(hoặc 2 giá trị trung bình xấp xí bằng nhau) ta có phương sai nào càng bé thì 
độ phân tín của các số liệu thông kế càng bé. 
3. Độ lệch tiêu chuẩn 
: : 185V ở k__ s2 
® Độ lệch tiêu chuẩn S là căn bậc hai của S”, Sx VS“ 
* Độ lệch tiều chuẩn cũng dùng để đánh giá mức độ phân tán (so với giá 


|_ trị trung bình của chúng). 


* Chú ý : Độ lệch chuẩn có cùng đơn vị với dấu hiệu đang được nghiên cứu. 
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Vừ du T. Lương hàng thắng của cán bộ trong cơ quan A được thống kế 
trong bảng só liệu sau : (đơn vị tính : triệu Việt Nam đồng). 


Lớp tiến lượng Giá trị đại diện — | lăn số Tân suất % 
[l4 0,6) 0.5 h bì -| —_ | 
|l.6- 0,8) 07 Ị Nĩ 
lW t8. | 0.9 6 II: Me 
L.U= Đối l L. lO lR "198 — 
L2 - 14) _ TẢ | 1 TJ 3ã8 
L.4- 1.6) 1,5 Ù TỶ 
[.0- 1.8) 1.7 | 2} 9.6 
|i.8 - 2.0) 19 | ạ 38 | 


— Exe. n=52. | b=100% 
ä) Tính phương sai : 


k 
` h 3%. SỦ - 3F “2 
* Dùng công thức S“ - nành X)"nị 
1 


l 
Ä= sa(0.5 xã + 07x4+0/9x611.1x101+ 
M2 


+[3x*I5+ 5x4! [7 x5+ | 9x3) < = = 118 


Xà I TY Le 3 2 
3. .= sIẾnÃ 1.18) x5!(07 LI8P x4:(09 118^x6t 
32 : : 
+ (LÍ = 1,18) x10 P(1,3— 1,18)ˆ x15 + (15 —1,18)ˆ x4+ 
+ (17 - ILI§)? x 5 + (1,9 — I,18)Ê x 3] 


I 
sẽ = za (2-31 092 10.47 (0.06 + 0/22 + 0.41 + 1,35 + 1,56) 


32 
¬ 
§” =0.14 
" k sÌ 
Ví dụ 2. [Dùng công thức S” -= 3t - X)“f 
mm 


Ta đãcó"X = l.18 và f¡% 
10 
4(1/1- 1/18)ˆx 192 +(13 - 1,18)” x 28,9 + (1,5 — 1,Í8) x727+ 
4(17- 1/18) x9/6+(19- 1.18) x 5.8] 


› s2 j5 1.1)” x 9/6 +(027— 11B) x 77 +(09 — 1.18) x 11,5 


Ï 
£ “igg(k44 + L7 1 0.90 L0.12 + 0.42 + 0.79 + 2,60 + 3/01) 
ft =-—.v]4,05 

100 
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8ˆ - 0.1% 


V# dự 3. Dùng công thức sẻ (MẺ. Tủ có (Xi = 1.49. 


12 


k 
3 j 3 I › 3 3 
xế cán (0-57 x5+0.7 x4+0/9"xó+ 
sẽ Đàm 


3 3 3 
+ 1.[” x E0 613” x 1S 5P x4 +1 77 x5 t9 ý3) 


(1.35 + 1.96 + 4.66 212.1 © 35.35 (9 611.45 c 10.83) 


s> 


x79.8-= 1.544. 


+ SẼ 'Í244- l(39 ‹ DÍA, 


- ^ % Ro, ) r3 z * F 
*® Cú Ý - Dùng công thức SẼ X” (N)” tính nhành hơn và kết qui 


chính xác hơn. 


I 
b) Độ lệch tiêu chuẩn S - V§” - V015 >S=0.387., 

€) Nếu có lương trung bình của cán bộ cơ quan B cũng là 1.!§ triệu vì 
phương sai là Ô,3 thì ta có nhận xét : Mức lương của cán bộ 2 cơ quan lì 
như nhau, những sự chênh léch vẻ tiên lương của cần bộ cơ quan A (so vớ 
mức lương trình bình) ít hơn. 

Điều này cũng có nghĩa là cần bộ cơ quan 2V được tra lượng đong đeu nhau hơi 


II. BÀI FẬP 


1. 


Từ bảng phần bỏ tần số ghép lớp theo chiếu cao của nam và nữ trong bài 
tập 4, §1 hãy tính : 

a) Số trưng bình, phương sai, độ lệch chuẩn của số lieu thống kế vẻ chiều 
Cao củi năm, 

b) Số trung bình, phương sai, độ lệch chuận của số liệu thống ke vẻ chiều cao nữ 
€) Hãy cho biết chiếu cao của các bạn nam đồng dếu nhau hơn hay chiếu 
cao của các bạn nữ dong đều nhau hơn. 

Cho 40 bạn năm và 40 bạn nữ nềm bóng vào rổ tạ dược số lấn ném bóng 
trúng rõ được cho trong 2 bảng sau : 


= 'Ú 


—- Nam — | | Mỹ _ 
Số lần ném trúng | Tân số Số lần ném trúng | Tân so 

l2 8, ‹Ì 1Ù h8 
lu 6 | L4 | 8 
30 IU | 17 . 
34 g | 30 | 3# 
FS] 7 2 4 
30 § 3š 35 | § 
32 | | A 27 | ‹6 

| | Bà) | 3 

| n = 40 Ln=40 | 


LfẪx tinh má Tí trưng Bình và phương sai cha 3 bảng số liệu trên. 
3ị ft v le biết ben não neẻm hồng tốt hơn ? Bên nào ném bóng đều tay hơn 2 
4. Hài bán À và Bilu bạn mi người 3 lần và được kết qua vẻ điểm số như sau : 


\ B 
Điểm So lần đạt —' Điểm | So lan đạt | 
Sì | kí | | 6 | 4; 
7 | 6 | | 7 ba 
h) L2 | l | 10 
Ẫ T1 | k) | 12 
| 1ú 2 ma... i 


a) Hãy tính ghi trị trung bình, phương sai và độ lệch tiêu chuẩn của 2 bảng 
Số liệu tre, 


b) Hãy chủ biết ai bản tốt hơn 2-Äi bản chuẩn hơn 2 


HƯỚNG ĐÂN GIẢI 


1. * Chiều cao trung bình của nam : X = 164.40 


nan. 
Phương sai Sạn - XẺ - (Ï)” =27104.8 - 27027,36 = 77.44 
Độ lệch tiêu chuẩn Su - 77.41 = 8.8 


® Chicu cao trung bình của nữ : XwYỆ = 161.84 


- Phương sai Say - X” - (X) = 26260 - 26192,¡9 = 67,81 
Đồ léch tiêu chuân Suy = V67,81 = 8.24 


® VI có Sung > Sggạ nến tạ có thể kết luận là chiều cao của các bạn nữ 
đồng đéu nhan hơn 


2, Số lần nẻm trúng trung bình của các Đạn nam 
| : 
Xiam Ị (25+ 7x61 20x10+24x8+25x7t30x 31 32x) 
: 40 
cÍ,3%§ 


š 5 = 


Phương sử: Sun = X” liêu 


4y? I LG: 3 3 
Vứ X Tiên “Ấ+ 172 x6tt 207 x10 
-H 


3 3 2 3 
+ 24” x§.+29ˆ x7 +.302 x 3+ 322 x1 = 479,03 


» Su 479.03 - 21.282 = 26,19 
*® Số li nem trung trung bình của các bạn nữ 
I 
Xpp — 00+X3+1428117x6+20x5 
t 


+ 23x4+25x5+27x6+28x 3) =20,18 


— 3 3 
Phương sai Sg„ X” (X)” 
... I , 3 3 rể 
Với X" (I0 x3 +42 x8 + 172 x64 30x: 
140 


ở . 3 n 
+23) x4+252x5+272 x6 + 282 x3) =4743 


¬ 3 
> Sng - 474,3- 20.18” = 67.07 
*® Vì có Xuam > Xaø nến tà có thể kết luận bên nam ném bóng tốt hơn. 


® Vì có Sẵn > Số ca nên ta kết luận bên nam ném bóng đêu tay hơn. 
3. Điểm trung bình của bạn A: XA - 7.67. l 

Phương sài SÃ 35: 

- Độ lệch tiêu chuẩn Sạ - VI.53 - 124. 

® Điểm trung bình của bạn B: Xp - 8.17. 
Phương sai Số, 0.&Ñ. 
Độ lệch tiêu chuẩn Sg - v0,88 - 0.94. 

* Ta có XÁ &@ Xh => bạn B bắn tốt hơn bạn A. 


Ta có Sẽ < SÃ > bạn B bắn chụm hơn bạn A. 


BÀI TẬP CUỐI CHƯƠNG 


1. Quan sát một hàng bán bánh ga tô trong thời gian T00 ngày ta được bảng số 
liệu ghi số bánh bán được trong từng ngày như sau : 
lŠ 3 25 29 30 47 54 5I 45 64 
20 10 33 38 344 46 Sã 49 S5 62 
35 12 26 33 34 148 b) 49 bb) 64 
23 § 29 31 37 4Ñ 5I 33 60 $9 
38 14 40 42 44 50 46 32 63 3T 
40 20 37 38 36 33 47 46 ÑI 56 
55 24 42 44 43 63 64 63 65 67 
68 23 38 37 44 %4 70 45 69 73 
70 18 45 48 48 66 69 45 72 70 
75 17 50 352 49 53 $8 64 7I 75 
a) Lập bảng phân bố tần số và tần suất ghép lớp với các lớp 
(5 ~ 15); [15 - 25); [25 - 35); [35 - 45); [45 - 55) ; [55 - 65); [65 - 75). 
b) Vẽ biểu đồ tần số hình cột và đường gấp khúc tần số. 
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3. 


€@) Neh nhận xet ve số bánh sa tó bản được trong TÔ ngày â 
đ;II 
Chị: hiết độ phần tần của số bánh bắn được môi ngày so với số bánh trung 
bình bán được 


cho biết trung bình môi ngày cửa hàng bán được báo nhiều chiếc bánh. 


Chó bảng số liệu về cần nặng của học xinh hai lớp TUA và T0B của một trường. 
[.ớp cản nàng Lần số 

| LUA 10B 
|3 39) | Ị | š 
[39 đãi | 6 | 4 
[4S 51) | lŠ l8 
lãI. 3?) | 20 mì 
l7 ñã) | § 2 
|e3 69) 3 ậ 
{69 75) | 0 5 

| m=53 _ nạ=58 


a) Vẽ trên cùng hệ trục toa độ hai đường gấp khúc tần suất của cân nặng 
học sinh 2 lớp trên và từ đó cho biết những người nặng từ 60 kg trở lên lớp 
nào chiêm tí lẻ cao hơn. 

b) Hãy cho biết những người nặng dưới Š7 kẹ lớp nào có tỉ lệ thấp hơn ? 

€) Hãy tỉnh giá trị trung bình, độ lệch tiêu chuẩn theo số liệu của từng lớp. 
Lớp nào có cân nàng cao hơn Ð 

Lớp nào có cản năng đều nhau hơn 2 

Ta có bảng phần bổ khối lượng của 75 qua xoài hái từ một cây là : 


Khối lượng (gam) Số quả 
120 | b 
25 | 5 
L30 4 
135 6 
140 10 
145 I5 
| 150 Ñ 
155 7 
160 6 
I65 | 7 
| 170 Š 


a) Hãy tĩnh giá trị trung bình, mốt, số trung vị. 
b) Hãy chọn giá trị đại điện cho số liệu thống kế về quy mô và độ lớn. 

€) Hái quả từ cây xoài thứ hai ta tính được giá trị trung bình của khối lượng 
là X› — l17 gam; độ lệch tiêu chuẩn Sạ — 10.24. 

Hãy cho biết khối lượng quả xoài của cây nào đồng đều nhau hơn. 


HƯỚNG ĐÂN GIẢI 


12a) Bang tần số và tần suất phép lớp 


Lớp sỏ bánh bán dược Ciid trị đại diện Tân số  Ì Tấn suất % Ị 
|5 15) l 1Ú | § Š | 
l5 - 35) 30 | hà | § | 
[35 - 35) | 30 „mẻ xa n-= 
135 - 45) | 40 15 | B8 - 
145- 55) px GV. .@uy kẻ: tại 

_—_ I85-65) | 60 | 5Š |) 
{65 75| 70 14 | I4 

n= 100 3: = 1U0% 


b) Biểu đỏ 


Tần số n, 


Swnơœ 


1——i + ị + Ỉ ‡ 
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 


“—ử- 
Hình ŠN 
€) Nhận vét. 


Số ngày bán được từ 4Š đến 55 bánh gà tô chiếm tí lệ cao nhất (30) 


Số ngày bán được từ 5 đến L§ bánh ga tô chiếm tỉ lệ thấp nhất (5). 
= Có 75% sổ ngày bán được ¡ừ 35 đến 7Š chiếc bánh. 
đ) Số bánh bán được trung bình trong môi ngày chính là giá trị trung bình 
của bảng số liệu thông kế 

XS 46.1 (cái bánh) 
Độ phân tắn của số bảnh bắn được từng ngày số với số bảnh bản được trung 
bình là phương sai của hàng số liệu thống kế, hay cũng là đó léch tiêu chuân. 


S”=2397 212521 27179 š§- v27179 = 16.49 (cái bánh). 


2, á) Ta có bảng phân bố tân suất ghép lớp của cần nặng học sinh 2 lớp TUA 


và IUB: 
[do cần nang (kẽ) Gia trị đại điện : ko, BbbU ¿ | 
| | TUA 10B 
|[33 39) | 30 | 129 3ã 
J39_ 48) = 113 §.6 
[Mã 5U | 4N | # | si 
j( #% | XI | E3 nh Ì 24.1 
J57 tần 6U 1§.I 20.7 
|ñÄ 69) I 66 | ã7 8.6 
.. 72 bó "mm 
À- b— 100% Đ= = 100% —- 
+ Tần số á 
S77 


Tấn sẩn 


|... —i——a——+—————_——————¬—— 
33 36 39 42 45 48 51 54 57 GŨ 63 66 69 72 75 Xi 


Hinh Š9 
Nhìn trên đổ thị tì thấy số người nặng, trên 60 kg lớp !0B chiếm tỉ lệ cao 
hơn lúp L0A. 
h) Tỉ le những người nặng dưới 57 kg. 
Lớp LỤA có (57.7 + 2§.3 + I1.3 + 1.914 = 79,2% 
Lop T0B có (34.1 + 31.0+ 86+ 3/5)% = 07.3% 
=>» tr lẻ những người nặng dưới Š7 kẹ của lớp TUB thấp hơn lớp 10A. 


€) Tí có giá trị trung bình và đo lẹch chuấn theo số liệu lớp TUA 
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l56 


SÃ 276721 52.192 43.42 › SA V+43.42 - 6.59. 
Giá trị trung bình và do lcch chuận theo số liêu lớp T0B 
Xp:- 53.38 
SẼ 2015.32.53.38) 65.89 -› ŠSh V65.80 — 8.12, 
So sánh XA và Xụ tì có Xpy > XA. 
> Lớp 10B có cân nặng cao hơn lớp 10A. 
So sánh SA và Sự tà có Sự > SA > lớp TÓA có cân nặng đểs hơn lớp 10B. 
a) Giá trị trung bình XI 146.93. Mối Mụ - 145. Số trung vị Me = 145 


b) Tà chọn XI 146.93 làm giá trị đại diện cho số liệu thống kê về quy 


mô và độ lớn. 
€) Ta có phương súi Ñ 172.01. Độ lệch tiêu chuẩn 
SỊ VI7291 1315 
So sánh với khối lượng quả xoài của cày thứ hai ta thấy : Xà z XI mà 
S» - 10.34 < 13.15 =S¡. 


Do đó khối lượng quả xoài trên cây thứ hai đồng đêu nhau hơn 


CHƯƠNG VI. 


ÚC LƯỢNG BIÁC VÀ CÔNG THỨP LƯỢNG GIÁC 


§I. GÓC VÀ CUNG LƯỢNG GIÁC 


L.KIẾN THỨC CẨN NHÓ 


1. Đơn vị do góc và củng : Có hai đơn vị do góc và cũng : độ và radian (rad) 
Đơn vị độ được chỉa thành những đơn vị nhỏ hơn ; 


I'= 6Ú (phút); I° = 60” (giảy) 


3 , ` “ “ zu 
1) Để chuyển từ ä sang ứ rad ta có công thức ở (rad). 
K s0 


b 


n IRUø 
2) Để chuyển từ ứ rad sang a tạ có: a=| : 
Lá J 
: Ă..... T ì SG Ni zuR 
3) Cung tròn có bán kính R có số đo a” (0 < a š 360) thì có độ đài T= "on" 
‹ b 


4) Cung tròn có bán kính R có số do ở rad ((0 < ở < 37) thì có độ dài Ï = Rơ. 
2, Góc và cung lượng giác 

1) Nếu mọi góc lượng giác có số đo là a° thấy ứ rad) thì mọi góc lượng 
giác cùng ta đầu, tia cuối với nó có số đọ + K, 3600 thay ở + K2 rad) K 
là Z. môi tóc te với một k 

(Ou. Ov) = 4` + K360' hoặc (Ôu, OV) =ướ + K2m 
3) Số do của một cúng 

lượng giác có điểm đâu 

là A, điểm cuối là B là : 


xửAB= + K360 hay 
sử AB z ứ + Kk2n. 

Hình 61) 
3) Muối biểu diễn một cung lượng giác trên đường tròn lượng giác ta 
chọn điểm AC; 0) làm điểm đầu của cung. nên chỉ cẩn xác định điểm 
cuối M của cũng AM có sđ AM = ở thì sử (OA, OM) = ở. 
3) Hệ thức Sá- lơ về số đo của góc lượng giác (cung lượng giác) 
Sử (Ou, ÓV) + sđ (Ov, Ôw) = sử (Ou, Ow) + k2x,k- Z⁄ 


Với 3 điểm LÍ, V.W, trên đường tròn định hướng. ta có : 


xưUV + sdVW== sử UW =k2n. 


II. ( 


`ÂU HỎI VÀ BÀI TẬP 


R ts4# â : „ #.ñ # 3ã 3 
Đối các góc sau từfadra dội 3: Tí r: ˆ: 
6 # +4 34 5 
Đổi các góc sau từ độ rủ radian : E30: 72715: 36 31: 3U”, (chính các đến 
0.001). 


Tìm độ dài của các cũng trồn trên đường trồn (Ú; 2Ú cm) néa số đồ của 
chúng là : 
3z 


a) :b}342:c) 
5 


— 


a} Thế nào là đường tròn định hướng. Biêu diện củng lươn 
Ic có số đo (Ơu, ©v) = 30” + k3GŒ' trên đường tron định Eưởng 


lắc ứng vái póc 


lượng sỉ 


Neuũ sự Khác biết củi póc hình học HÓv và góc lượng pic (ƠI, Ô*), củng 


hình học AB và củng lượng giác AB. 
Thể nào là đường tròn lượng gì 
Trên đường tròn lượi ác với điểm ốc là ÁCH: Ø). Hãy chỉ điềm côi của 


iIC. 


các cũng lượng giác có xó do: ⁄ : : 
_. M 


Cho tạm giác đếu VBC nội tiếp đường tròn (O: | cm). 


4) Tính số do bàng rad của các củng ABAC 
bì Tĩnh độ đài của các củng AB và ẠC. 


tác cho điển M xác định hơi sử XM— 5C ”.€ai M,là 
póc Ó, M.M, Hà điểm doi xứng với M lân đợt quá 


“Trên đường tròn lương 
với M qui 


điểm doi xứ 


trúc từng và trục hoành. Tim số đo của các cũng AM .AM .AM 


TH: HƯỚNG ĐẦN GIẢI 


l5§ 


vã ca sc : IRUz TT - cty ều 
heo công thức doi rad ra độ tị có d Ý hay Tnd xÄ 745 
(neu lấy œ x 3.1) 
Vậy 3rads 75313" 
8#, 3U%đ ` 6U:a ` 4ã 

6 ì 

3x l- TS net teh hai, E.ssyanliấm 
ứ 2/0: s_x571745s1443WI23". 

>j äš 5 


: . 4 : zu : 
[heo công thức doi đo rà rađi 2 (ad) hay L s 00175 :ad 


80 


ˆ =J/#3 rau 
ũ 


130”+ 2,37 rad: 73715) x 1.264 rad: 2673 + (0.55 


ä 


tì 


lrêa đường trên bản kinh R 
CHÍ NH đo es¿ cung là + Thị có đó dài 7 


DIỆP “ tài, R > 3Uem 


thì /.-'”” 2U - ÄU# tem). 


hịt(c=42,R=30 


450 ' 
œ x [1.65 tem) 
LNU 
Bj bì = 
A rad, R= 30101 7 _4 30 ẤJtem). linh a1 


ú) Đường tròn định hướng là đường tròn trên đó đã chọn một chiều chuyển 
động gọi là củếm dương, chiều ngược lại là chiếu âm. Người tà quy ước 
chọn chiếu ngược với chiếu guay của kùM đồng hỗ làm chiêu dương tt 
thiên thuận chiều quay của Kim đồng hồ là chiều âm). (h. 61) 

Cung lượng giác ứng với góc lượng giác (Ou. Ov) = 30” + K360” thì cung 
tiraV củng có số đo là 30+ K360”. 

Tạ chọn điểm ACT: 0) làm điểm đầu của cũng, ta chọn điểm M là điểm cuối 


của củng này, Điểm cuối M dược xác định bởi AM = 30” 
b) Góc đình học uOYv 1à hoàn toàn xác định. góc lượng giác (Ôu, Óv) khong 
được xúc định duy nhất 


Cung hình học AB là "toàn xác định. Cũng lượng giác AB Không 


được xúc định duy nhất, tự 
Đường tron lượng ; là đường tròn đỉnh 

Home tiun O bạn Kinh R = † nh n 
Dưỡng tròn này có biảm Ô là pọc tọa do và ˆ ` 


:Ú). AL 1:0) 
Vũ Cát truc tụng tại 2 điểm B(0; ¡¡ và B(0; ¡1 
(lì, 63), Ea lấy A(H; Ø0) làm điểm góc của 
cúc cung lượng giá 


cát Irue hoành tú 2 điểm ẤN 


Điểm cuối của các cúng lượng giác có sở: 8/0) 
,_."...c ".. ' ` 
+ Ai li v “22013 lăn lượt là B. €. 
3 d K) 
D.B.E: Hình 6> 


AB- 1200:BC ~120°, CÁ — 120°LAB - BC—CA. do AABC đều) 


AC — AB + BC =240"(hệ thức Salơ) 
3# + Äqz 
Nén AB „ ẢC — 
3 3 


2u 3u + đã 
I (cm) Í/ | (cm! 
ì ì 8 ì 


l 


A+H 
8. De dàng xác định được điểm cuối M tren đường tròn lưỡng giác Vì sử 


AM Š§0 
DoM, dói xứng với M qua sọc O. nên sử 


MM, 180 > AM, 5U !180 230 
Vậy sử AM, 230  ¡ k36U (k‹ Z⁄) 
Do M.dối xứng với M qua Oy nén sử MB BM_ 10 


›sd MM,— 8Ú” » 
Vậy sử AM, 130” : K3o0 


Do M; dối xứng với M quá truc OX nên sử AB MUA 5U 
Nên sử AM, 360° 50 310 
Vậy sẻ AM, 310°¡ k360°(k: 1D) 


§2. CÁC GIÁ TRỊ LƯỢNG GIÁC CỦA MỘT CUNG 


1. Mọt so khái niệm 


Cho cũng AM có sử AM =ớ (hà 63) trên đường tròn lượng giáất 
1l) Hoành độ x của điểm M 
được gọi iä cosin của sóc ứ, 
kí hiệu là cosớư =x= OIT. 
(hình 63) Nv 
3) Tung độ y của điểm M Ñz 
được gọi là sín của nóc ứ, Kĩ A L GRSỂN 
.^ ` h 4 X 
hiệu là sinứ = ý = OK ` 
3) Nếu cós ⁄ 0, thì l số á 
xinư 3Ì F 

8ỌI là tạng của póc ứ 
COSŒ 
CA V^ xinứ 
và kí hiệu là tan ' 

: COSØ Hình n3 

n : Ề cosớz £ F R 
3#) Nếu xinứ ⁄ 0. thị tí sô —. gọi là colang của góc œ và K hiệu là 
xin 

COSZớỚ 
coLlứ ' Ễ 

xinứ 
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3.:€ hú ý 
|) xơ = sim + Km CÁ < 4 £0SŒ = cas(ớ + K3) lÁ © Z 
3] an = tmtŒ ® Km  K- Zccotr = colt0 + Kx) VKcZ 


(tin xác định với ứ + : CKZ.cotữ xác dịnh với ở zKz vK-Z⁄) 


ÄJ} Il<xitd si, 1 <cosu s Ì 


4) Đâu các hàm số lượng giác cho trong bảng sau : 


Góc phản tú xd chỉ củng xINŒ cosư tim col 
| | ị ị | ị 
| | <<” h ' | + +, Í 
| Sà | 
| = Í ‡ Í ' { 
ữ | | 
II <ự<m + 
k 
| NƯG. | | | 
| 3z | 
| IH TL < tý < | | Ũ ' 
| 
| Ị BS: | | 
: `. | | 
| IV << 3y Ũ | | 
5 | 
í ` Í 


cơ bản 


3. Các hàng d: 


ạp thức lượng gỉ 


XỈH Œ +C€os Ứ = Ì 


I bó 
| ‡† tàn ứ = & (lư¿ tk } 
CÓS Œ + 
I 
1+ còi 0 từ ¿z kữ) 
N1 


tpơ.cotto = Ï (ưcz và ứ z kĩ). 


4, Mót so cong thức 
1) Củng đối nhĩ 
CÔSC } = CôOSŒ Xin Œ) xin 
tn( 2) tan Cól( 0} cotữ, 
3) Củng bù nhau 


SH @1 = xinữŒ COS(T ŒÌ= COSŒ 
tiH(U Œ)=— tinữ COIT( Œ) cotlơ 
3) Củng hơn Kem nhĩ ít 

Sin(ttờl=. NHƯ €COS(t+0) cosứ 
tim( +01 = tan0 COUTCEHŒ) = co, 
+4) Cung phụ nhậu 

Nin( š Œ) = €OSŒ cox( z (1) = XIŒ 
tạm( xã 6} = CoLU cotL đ) = tan. 


lồi 


Ví đụ T. Tìm giá trị của œ để các biểu thức sau có giá trị nhỏ nhật 


I I 
D B 


[+ sinứ [_cosứ 
và tìm các giá trị nhỏ nhất đó. 


¿ ` Ân. 
Giai - mịn „_ VỚI SING = Ìl » + k22 


3 đc 
mínB „VỚI CÔNG = | xe œ0 K2z. 


Ví dụ 2. Xét các đầu hiệu sau : 
a)sinl23—— sm E32: blcot304ˆ col3l6' 
` Giải: 
a)sinl23 7 sin E32) = sin57` - sin4§'> Ú vì sinŠ7" > sin4§ 
b) cot 304Ẻ cot3l6°=cot(3607 S56) cot(3607 +Ƒ) 
=cot( 56) cot( đP)= colŠ6 +col#f 
=cotll'` cotŠ56 >1 vì cotlHl' 3 cotŠ6. 
Ví đụ 3. Rút pón các bieu thức sau : 
a) StanS10) + 2cosl 170” + 4sin990— 3cos§5:|0. 


¬---‹ 13x 19z 
b) 3sin 3p + 3cos 
6 4 
\ ‡ 
: z (z \ 
C) sm(TL + a) ¬ La |3 cotg(2m a0) t1e| : tủ 


Giải: 

a) Tà có : tanŠ340” < tạn3.LSU” = tạn0 =0 

cosl 170” = cos(3.360”+ 90”) = cos90°"= 0 

sin990”= sin(3.360 7 90”) sin( 90))= sin90 = Ì 
cos540' = cos(2.180” + [&U”)= cosl§0 = 1 

Biểu thức đã cho thành: + 3C 1)= T 


h"--:- | #Ì y1 
b) sin xin | 17 1 =AÍn" = 
6 \ 67 Š 2 
lầm Í Ló Lả 
g =tgl3z!ˆ |=tg“ =l 
4 \ 47 1 
197 #\ P.4 I 
€ox = cos| G7 1 | CON = 
Ậ 1 SN ) 
.a : $ § š | ả I 
Biển thức đã cho thành - 3 2k J2 8 
3 1 3 
C?S1 18T +al— SH 
lên : 
CÔN! hj + NIHI 
› 
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cotg#—{ ST ä) =cot( 
(3z \ 

tan) tr | = t0 
t3 


Biểu thức đã cho thành : 


a)= col 
zt+ ” +al=ttm] +a|= sofa 
3 3 | 
Xin # Si  COLA  cotd = 


Ví đụ 4. Rút gọn các biếu thức sau : 
8) Á = sinla + cosÌa + sin a.cos a 


VN ) 
cn L COS | 
2 2 
b)B 
Íñ „.Ð a 
tin sin .cox 
2 S 2 
` cos 696 + tạn( 260” )tan 530” — cos' §G 
€ : h 
tan 2352” tcot 342) 
I7 (7z tÌP { lầz R 
d)D |tan ¡ tan| bị | rị coi Lcot(7z b} 
4 V3. 70. 9 
Giải: 


a)A= sin)a(sinia + €ox'a) + cosÌa = sinÌa + cosỶa = Í 


.„Ja 
sim 
7 


¬.. 
2sin _ cos 
2 2 


q 
su" | 
l 


c) cos696"” = cos(720”) 


tìn( 260) = tan ( 
tan530" < tan (540) 
coslŠ6* = cos( 80" 
tạn252! 
cot342° = cot(360' 

>eot 342" = cot( 
Thay vào: 


LÐI 


1! COS 
3 


b)B = kụ 


vũ 
CủÓS 

5 
1S0 
= tạn (T§Ú” + 


I8) `= 


cos 24” 1 cot T0" 


a Dì 
1 3sin co I 
2 3 


_ẮÐ .Ñ 
2sin _ cos 
7.2 
8 .,⁄4_ sử 
sI1 SH _ CON 
3 2 3 


¬-. q 
SH _ COS c= sai s. 
¬ ¬ 


g.. 8 a 
CON 
sử 
3cos ¬ ` 
2: 8z xe Ê 
- CHẾ 2 
sin 
3/ 3 
234')=cos( 234')=cos24" 
8Ó) = tan( §0))= cotlO” 


TÚ”) = tan(3.180”- E0”) = tan(- 10”) = 


24')= - cos24" 


: 72") = tan??? =cot [8` 


I§')=cot( T§")= 


cót [RẺ 


cotl8*" 


tanl0° cos`24" 


cóL TÑẺ + cốt D8Ẻ 


€cos 24`+I- eog24) I 1 


3coL T8! 


I 3 
tan” I8`. 
2 


_2cot18" 


2coti\ 


tan [Ú” 


I7 I Ũ 
đ) tàn . tan| da c7 
_ \ + 


z Ñ “ Ì 


† L Í 1 
tàn Tb mn| 3x.” hÌ mm “ 9) cotb 
b} 3 5 


3 # 7 
goÏt : cdi| 3z 1 | cot | 
4+ \ 4 


“cot7A b)= cot b)= coth 
Thay vào : 
D=(I +cotb) +(l cotb)}Ì 
=l +cob + 2cotb + l + cotb - 2cotb = 2(1 + cot'b) = ré 
xin 
Ví dụ 5. (Đại học sư phạm Hà Nội - B - 2000) 
Cho tam giác ABC có các góc A, B, € thỏa mãn hé thức 
sinB # sin`C = 2sin A 
Chứng mình răng A < 60'. 


Giải: 
Theo định lí sin trong tam giác ta có : 
Hì b € 3R 
xnA_ xsimB sin€ 
: MÔ 2 B': sớc, 'Ê 
~>sinA ` :sinB : sin(C 
2R 2 2R 
Từ giả thiết ta có : 
b` c =w `“ 
„ả Ề 3 :—-€3b #€ +Ð 
4R- 4R 4R 
Theo định lí cosin trong tam giác tì có : 
h bự b`c 
* ` _ JIẾP D-- 
h t6 -d 2 
cos Á ` 
2hc 3bc 
btc 2hc l ¬ 
> »cos A> >Ä=6ữ 
4bc 4hc 3 


BÀI TẬP 
1. Rút gọn các biểu thức sau : 
a) ' SInX ỊI ! SINX \ J COSX ỊI LCOSX | 
CT1 šinx VI sinx | ÝIicosx ÝT cosg 
b) sinÏa(Í + cotgd) + eos'a(T + tana) 
tan b l cos'a -sin'a 

c) đ) 

tanb + coLb CcOSs li 
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3. Rút! pọn các biểu thức 


v. Sin Z)cox(X 27)ãm27 x) 
a) 4 
"mã. | ( 3z 
¡| x leos( x)cos| KX 
3 } Si 


| 
x|teost5z MÍ 


bị B lsini TA |+sinứ x)| 
lu va FT hÀ 
(z \. {8# 
e) C' -sìn ¡ Jani cai 
› $- Ji g 
đ) E=: tanSŒ tan E[907.tin250 tan 2607.tan400°.tan700”., 
4. Cho A, B.C là bà góc của XABC. Chứng mình : 
a) win(A +B) = sin€, cos(B + CC) = cosA 
, A+B € ĐứC-...A4 
b) sin COS ,EOS xin 
2 2 5 3 


3z \ 3z \ 
cox| =—+a | Ltan( + a)tán| q 
3 (2 


tan(A +) = -teB.cot(A+B)= coiC, 


AiC B AB 
tạn CỐL ` ,coL tìm 
3 2 3 3 


4. Chứng mỉnh răng với mọi x. ta đều có : 


COS3X I asin3x + Ú 
COx3N + 2 F 3 
$. Tìm siả trì lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
€OSX + 23šinx L3 
z trong khoảng << 
3coSX. SÌnx L4 


ksinx+l 


6. Tìm R de giá trí nhỏ nhất của hàm số v L nhỏ hơn - L. 


COSX +2 
1. Gọi a,b.c là các cạnh đối diện với các góc tương ứng của AABC, Chứng 
mình : nếu các cạnh và các góc của XABC thỏa mãn diều Kiến : 
2(AcosA + beosB + ccosC) =a+b+c 
thì XABC là tam giác đếu, 
8. Chứng mình rằng trong mọi XÁBC, ta luôn luôn có : 
Ø<xšmA + sinB + sinC xinAsinB sinBsinC- šsinCšinA < I 
(ĐI Ngoại thương — D — 1997) 
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LỜI GIẢI VĂN TẤT, HƯỚNG 3*Š ĐÁP SỐ 
Ï.Ô 


(Ì NỈPXJHNÍHAJ Hà: sĩ 9? c0] | 
Ñ (rsinNU Ý ( sinX) } 


(Í= cosx)(l 0 eosx) — ÍC cosx)(I - cosx) 
x xe ị 
(+ cosx) \__ú cay) 
Mì -sinXx VI sinx | VI-cœỀx VI -cosx | 
[+ sinx l_sinx | | + cosN Ïcosx 


ỷị 3 \ 


\cos x Xco x |Í Vsinx Xvsinx | ⁄ 
: | 


I+sinx l sinx |ltcosx Ì St 


1 | 
-leosx[ —— - JIsinxI| =“—— 
\l+sinx l smXx/ l[+cosx Ï-COSX - 
h 2ginx \( 2cosx Ì 
|sinxcosx Í | 
l 


COS X 


(LÍ :gsin N/ 
¿ 3ãI8SUA 4lsinxcosx Í : 
|sin xeosx Ì : Œ®) 
COS XSỈN X SỈNXCOSX 


Nếu sinxcosx > 0 nghĩa là sinx và cosx cùng dấu 
Là 


>k2z< 


tk2z hoặc z + k2z< LK2zZ thì (#) cho đáp số : 4 


Nếu sinx.cosx < Ú nghĩa là sinx và cosx trái dấu 


3z ` : 
+ k2z<x<7r + k2z hoặc am Lk2z <x <(l + k)27 thì (7) cho địp số: =4 


\ 
5..$ CÓS % Sina 
b) xin a| +, ¬x sã 
sina ) (_ 0A 
. + XHH + €oSa ;_ COSA + sina 
SHI ¡1. +COS ¡, 
SImL cosa 


(sinu + cosa)(Sin ä + cox a) =(Sina + cosa) 


tan b tàn b ttb ..r b 
Ị Tu ñ xin b 
ữ ' 
tanb + SN ` 
tạn b cos b 


b (l- cos a)(I!cosa) xin ha sin`a(l+cos a)-sin°a 
( cm 3 


COS `íI cos ha 


Xin a(l E€os a sin ad) sin a2cos a 1 
^1; * 
n : 2t d. 
casa €oS” (1 
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A4) NHN TÌE XIHHÍT XE SIHÀ 


CosS(X À#J =CONN 
NH(ÖT4U N)=SHÍC XE SIHN 
sin|“ xw| =ce%Ax 
` 
coW{1 X)<= cólX 
(3z \ ( m \ z 
cot LÑ§| coI|Z+ 'X| cot !X tnX 
.) ] \ 2 \3 } 


_ XI XCOSX ` 
thay vào A Xin X 
COSX.COLN.EI1X 
f Ax # \ ( 
b) củs x| cos| z# ! N cøš 
|2 | ì 3 | 


x NIHX 


19 si 


COS(TE X) =COS( X) COSX 
Thay vào l3 = (cosN + SỈ) ÊC ,HIN + cosX) 
=€OXX # SỈH N + JCOSX.SỈNX + €OS)X +XÍIX 2cosx.Sinx = 2 


(5z ì 3 E ( ữ ã 
€C) CÓN: ta | CON! . trấn | CÓN,ú CÓ " 
\ã l Ỷ \ R) 


- 


3z ( Ẳ \ | # í 
¬ - làã| 14B] + ta | TAn| SN: va] tạn| „ THỊ 
3 Ị \ 3 = \Ä J 


tan(7Tt +1) = tìn 
ÀZ 


5n Hi. 
tìn " tun| Z : q tan ả cotit 
sÃ ) 2 j 


Thay vào 


In ị 
|sm|” -a| : 
ữ | ì | (z Vý 
C*s Xi -  Ỉ coxi h ật tanit.coti 
% L4 1 
CÓẤS! a | | 
Ñ-: 
la \ b,4 
Am Í M[|El có ũ 
kì J (3 | 
đ) tạn90” = tạn(ESU + TÚ) =tanT0” 


tan 25 = tan(TSO" + 70) = taàn70” 
tan 260ˆ = tan(E§U” + 80”) = tan80" 
tạnOŒ”~= tri (3607 + 400) = tạn4U 
tn70U = tạn(730— 20) =tan( 30))= tạn20 
Thay vào E: tanŠU tan TU tn7U tn§U tan40°tan20 
tanŠ0 tan tần TÔ tanS0'tan70°tn20' 


= tan 5Ø cotS0 tanT0'cot 10 fcot20 tan30°= 1, 
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3. a) Tacó: A+B+CE=l§0'2A+B=I8§80°-C 
=> sin(A + B) = sin(I80' -- C) = sinC 
B+€= 180) - A =3 cos(B +) = cos(180°= A) =~ cosA 
A +€= 180`~=B =2 tan(A + €) =tan(180°— B)Ị = tạnB 
A +B= I§0`- €—=› cot(A + B) =cot(1§0° - C) = -cotC 


bìA+B=1809~-C=> Â*P _g .€ 
2 2 
=> xin bà bả sin| 90 ~ c | = đừ C 
3 2 3 
BIC A ĐỂ f.› /VỸ A 
- 00 — —~>C0s~——— =€CO0s| 9Ù ` 
2 3 2 2) kỷ 
chai I))) 100 T0) 
% Kà 2 
Ác san 1E „ tan(90 > 3] ”. 
3 2 2 2 3 
A+lB € A+B ; 


C 
———=90"-— =>cot =col| 90” — =]=un€. 
2 b 27 2 


4. Hàm y= S534 (30ml Cấn dt : xác định với mọi x. Bài toán đần đến tm miền 
cos3x +-2 
glá trị của Vy. 
Ta có : v(cos3Xx + 2) = cos3x + asin3x + Ì 
«3 (Ï - y)€os3x + qsin3x = 2y - I 
Theo bất đẳng thức Bunhiacopxki 
|(Í y)cos3x +asin3xJ <(l y) + 


%»(2y--IƑ<(I yÿ#ewœesã3y` 3y -a <0 
— —== 
I Ir3a- „ltVIt3a 
#3 -——————%:y =—————-= đỹem, 
EÌ 3 
$, Hàm y được xác định với mọi x e(m: x), làm như bài 3, trì có 
¬ 


max y = 2, mỉn y = TU 


6. Làm giống bài 4,ta có: (2y - 1) <kÌ+yÌ 


: : ~I+3k” 2+VI+3k` 
to 3ý ~ 4ÿ + F= KỆ #0 = SE _ : sex 


Theo đầu bài, ta phải có: 
%_a/ : E : = 
TW <-l ©@ 5<Vl+3kÌ ©kÌ >8 IkI>2/3. 
7. Tam giác vuong ABH và CHA cho : BH =c.cosB 

HC = b.cos€ 


a= b.cosC + c.cosB. 


l0ö§ 


Chứng mình tường tự : b<= c.cosA + ñcoSC, e = a.cosB + b.cosA. Thay 
chúng vào vẻ phải đẳng thức đã cho và thực hiện phép tính, tạ có : 


Œ bJ(cosB cosA)t(b cl(cosC cosB)+(c )(cosA— cosC) =0) (2) 
Cho răng a bạc xÁ =B =C Vĩ hàm cosm nghịch biến trong Khoảng (Ú: 1) 
nến Vẻ trấi của (7) là tong của bạ số Không âm, mà tổng đó bằng Ú, nên : 
M ~ b)(cosl - cos4\)= Ù 
+(b -€)(€osC - coxB)=Ú šsă b c š»dpem. 
M ~1)(6OSA - cosC)= 
§. Chúc chăn ta có 
SiHẤUL xinB) + sinB(Cl— šsinC) £ šinC(E xinA) >0 
€3 SinA + sinB + sinC sinAsinB sinBsinC sinC.sinA > 0(dpem) 
Ta cũng có smAO(E sinB)(— sinG) >0 
4>] xIHA sinB sinC + sinA.sinB + simB.sinC 
+ sinŒ.sinA — xinA.sinB.sin€ > 0 
[— sinA.sinB.sinC 
xXimiVX £SsInB te sinC sinAsinB- sinB.sinC sinG/šsinA 
s3 XIN ExInB tsinC smAsinB— sinB.sinC sinCšsinA < l (dpem) 


§3. CÔNG THỨC LƯỢNG GIÁC 


I. KIẾN THỨC CÂN NHỚ 


1, Côna thức cộng 

Với mọt số thực a và b, cặc công thức sau gọi là công thức cộng 
xinGa pB) — sinacosb £ xinhcosa — (CÍ) 

sim DJ = xinaeosb- xinbeosd - () 

cos(i + b) =cosacosb- xinasinb - (3) 

cosGi bị = cosacosb tšinasinb  ŒÍ) 


tạng + tnb 
tan(a © b) (5) 
Ï tanatanb 


tạng tạnh 

tan B) (6) 
[¡ tanatanb 

Chu ý 

Với cong thức (5) có các điều Kiện 


AB 2> tR#z„A B2 E tk#kc 2 
35 ¬ 


Với còng thức (6) có các điều kiện 


L4 


tổ : 
ty =#kmyn bự trka¿kc 2 
¬ k, 


lo9 


2. Công thức nhân đöi. nhân bạ 


“Ta có các công thức sau gọi là công thức nhân đôi. nhân bai: 


7) 
xin a (Ñ) 


sin2a = 2sinu.cos: 


cOS2a = cos`u 
2tana 

tan 2a 3 
tan a 3 
4sin a (10) 


3cosa (TT) 


sin3a = 3sina 


cos3a = 4cos'a 


F4 Là 
(9) z „1 kz.a 2 


tế 


3 ă %4 mm. 4 
3. Công thức hạ bậc - Công thức tính theo L= tan - 


_ l+cos2a „.ấ l- cos2a 
COS”a - ——— SỈH a 
25 2 
: 2t I-UÍ aÌ 
sina —: CÔSI = | t =tan- | 
l+t tỊ 2 
21 
tạna : h 
1 
4. Công thức biến dối tích thành tổng 
: đụ „ % 
sina.cosb = - [sin(a + b) + sim(a - b)| 
I 
cosa.cosb = ` [cos(ai + b) + cos(a  b)| 
sina.sinb = 5 |cos(i bj cos(a b)Ị 
Š. Công thức biến đối tổng thành tích 
R : ".... " : athb 
sina tsinb- 2sin 2_ CON xina sinbồ 2cox s 
atb x.. ¿ft 
cosa Lcosb_ 2cos CON cosa cosh 3sin 
sinta + b) sin(l b} 
tang + tạnb-: tạng tạnb 
cosatcosb cosaeosb 
sinta + b) sin(i b}) 
coti + cotb cott cotb 


asinhb 


xinasinb 
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Ví đụ T. Chúng mình các công thức : 
F (z 
a8) €oSa + sma = V2 có | 


Í3 “ 


V2 


lI 


¬ 


£os| 
t3 ) 


b)cosa - sina = 


ii: 
Â) MT = ljcosd + xi HN ` cosi + sina= 
‡ 


,. ZẼ ữ lệ. 3 SPC 
SH COSI È SIH1COS SIM 4 ta | 
k ˆ =dpem(*) 


CÓ” = 


Vì Lí Và š a phụ nhau nén 
4 + 


rẻ ( \ 
xin ) | COS) q + dpem. 
+ = 


[.cosa SH = CON¿I Si 
4 


b) Về trá 


II 


: L8 
nmỊ 


\ ị / |“ 

= V3xim| a | (đpcm) 

Z 4 
cọøx 


Tương tự như câu a. ta cũng có VT M2cos| ra }- 
4 


Ví dụ 2. Rút gọn các bieu thúc : 


La 
X2 cosu 2e ' 
4 


ạ) 
M2sinn + xin, Từng | 
4 


b) cosl[0? + cosllfeos2l + cos697cos79' 
€J(tang - tan) coti bị timitanb. 
Giải: 

(z L4 L4 v2 


i1) COS 1 CON COSI SỈ SIg ` (COSA si) 
V4 4 2 


NI: m-. b4 v2 : 
NI La | NH1 CÓSIH FCOSX NHÀ (COS¿1 ! sInđ1) 
1 | 4 4 3 


F ì 
V2cosa V2cosn 1 V2sina 
M2 sinad ! V2cos + V/2xina 
b) cos10” + cosf ESeos2l 2+ sin2[°šinE 
= cos[U” + cos(2I ` LÍ) = 3cosl0 


I | 1 tan tranh 


tạnt 


Œ) cota hb) 
tìnGt b) tang tạnhb 


C=ttang tạnhb)cotta b) tua tanồ =1 + tanatanh 


tana.tiìnb = Í 
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Ví đụ 3. Chứng mình trong mọi VABC. tà đếu có : 
a4) tạnA + tan + tan = tan A.tanB.taạnG: 


A B B C - ^ 
b) tan .tăn Lan HN ¡1ản. _ .tan I 
2 3 2 E¿ 3 3 


€) coLA.cotB + cotB.cotC t cotC.eotLA = T. 
A ¿ La 
đ) cot LCOL  ÐCOI cứ _,éø@(L, ;cot 
M M » , ¬ 3 


Giải : 
a8) A+B= ISU” CC ;tanCA + B) =tan(ISU €) 
: tan Á ¿ tạnB 
[ tanA.tanB 
<>tạn A £ tan B ttanC — tan A tan tan (đpem). 


tan < >tan A ¡ tạnB tanC(L tan A.tiB) 


tin đà L tran s 
A+B € AIB ( » bà To 
b) Có : 9Ú › tạm dOU_ 4Š 7 Ê cai 
3 3 kì 2 A Ỳ ) 
ˆ % = Ữ Ï tìn tin 
3 E) 
D B Cị A Bì 
<>tn - tan CÓL [tan - .tan 
2 2 34 2 2 
1 caB D B Cí A Ì 
Vẻ trái = tan lan (tan (tan ¡tan 
E) 3 3{ ») 2 
A B Ê Cị Ạ B | 
tạăñ- -tìn_ tan, cối |TÌ túi -.tan 
ng 3 5š Đa Ng 
A A B 
tan tan 1Í tan tan =l (dpem). 
2 2 3 2 
. lý Í1 l 
€) Về trái = cotC ! LcotLB.cotA 
tianA tìnB/ 
tạn Á ô tan [tan A.tanB 
coiC PH tên cót B.cotLA cóLC.tìnC , ; Lcot BeoLA 
tạn Ấ tan B tan Á.tan B 
I I 
LỊ1 I(dpem) 
tin A.tan B tạn A. tan B 
li Tả tạn 
Ï Ï Œ 7 Thọ tán 
đ) Vẻ trái = Ị È COÓI ¿ “1 cot 
k A là 0 ÑU BS cố 
tin tin tìn _ tan 
2 È. 2 3 
LủN A^ B\ 
coöt { tạn, tan | 
2 3 3) C 


+ CÓI 

D B 
tìm tin 

} 3 


l5 


? B 
cót cói + KCỌÓI CỐI  .C0EL .CÓI 
¬ ặ 3 M l tí 
— Tân - .tim 
3 5 


Vý w 4. Rút gọn các biếu thức sau 


s.Ð # | [ # | 
xi: a SH bái | 
‡ 4 3 
ñ) ` b) 2xina.cosidtcos d— si d): 
3IH3CoSi cos3il.sHU 
tìn  Ì 
€) cox2U cos40 cos80 đ) z 
tần 


Giải: 
cứ 6l Ì Lá š 
a) Vì xin| ta | cox| W a Jtgóc phụ nhau) 


[ L \ địa 
MÔN "` aỊ ¬- 


# ` 
4 #| 
A : h 
wxm(3a a) sin2 
Ì„ (z ì 
sn| 2 | 
⁄j l.. 
coLge2d„ 


Xxin2i 3mnớn 3 


b)šin2a.cos22. = —— simHi 
5 


3šmmn20 °cos20 eos40fcos80”— sim cos40 cos§0” 


c) 
23xin2U 23sin30” 
3sindŒ.cos4U” cos80”— sinN0 cos§Œ 
1m 20 dsm30 
3S1SŒ cosÑ0" IH 0U) s 
bếch : Ề vì sim160ˆ = sim20) 
8m20 §sin20” Ñ 
l 3 3 
l) § : 
} # ñ bó 
tần 3tin tn 
S š 
# cự 
tim I [tản 
hì h) 


¬ : 7 : KP 
V đu Š. Chứng mình : siriasini| cản kuỷ Zrú 3] sim3a 
3 J) 03 4+ 


. ữ 
Ardung với a ‹ 
I 9 
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Giải: 
( 


VT = sina 


"; : ñ.. 2P x4 
SH €COS¿A SIHACOS | sn €COS(E PF SH1ACOS | 
3 37 3 1) 
\(v3 À Hi n6 
COsd ! Sina Xinaj cós ú 
3 | 1 


4 3 I 
=sina €OSa —_ sina 
2 3 


. r2 hN 3 2 


3 N: l . 
Sim l sin Sin ad 
sna) ) 


|4 


: G ¡PP KP ` 
dmà| - -sin va) (3sina  4sin a)- VP 
4 4 


Với a- P (ứng với góc 20"). ta có : 


Út. ÚC, đạc Ì ~ v3 
Sin sin ˆ sin si 
k Q 9 ‡ b7 
Ví đụ 6. (Ilọc viện Ngân hàng - 2000) 
Chứng mỉnh đẳng thực §sin 18" + 8sin`18" = I 
sinI§°=t, vậy <1 ta có: 
cos36"= sin54' = sin3.I§?=3 sinIlR* 4sin [R'=3C 4È(1) 
Mặt khác cos36'= cos2.[8*)= | 2sinI§=l 2E (2) 
Từ (1) và(2)tacó:l 2 =3L 4Ù 
c4 2U 30+lI=0<›((C D(H+2L l)=0 
c>4Ú+2L I=0(2)(dotzl) 
~>(2L+1)(40+21 I1)=0 »sB+§U ` 1=0 
» Msin'[W* + Ñsin`[Ñ° = 1 (đpem) 
Cũng có thể giải như sáu : 
lì đ5 I 
uWx 


s 
' _ (loại do0<t< l) 


Từ (#) ta tính được t1 


Ltv5 
Vậy 1 ù 


Do đó 8sin `Í§' + §sin TRV= 


Ũ 


xÍ v5 J bM ' (2 ÌÍ 


3- V5)(4+ v5 
ý gử" L5) I(đpcm) 


Ví đụ 7. (Đại học Quốc gia Hà Nội B 2000). 


: ¬ : bó z z 
Chứng mính rằng : § + Han ‹ Jtlần“ (tan có. . 
Š 16 b) 33 


Giai: 

' kC COSX SỈHN COSN X SÍn X 2COS2X 

Tạ có: colx tanX = Ề 
NIX COSX Sin XCOSNX xin2x 

Đăng thức cần chứng mính tương đương với : 


kề 


L4 7 # Lá La bả 
co tin 3tạn an 2cot tan 4tan 
13 lh) 8 


2 12 lo ề l6 16 
Ló # ữ 
4cot dan 42cp 7 8.1 Ñ(dpem). 
Ñ hà + 
Ví đụ 8. Chứng mính các biếu thức sau 
3sina sin2a .ã 
a) ắ tạn b 
2Sina ! sin2a 3 


[_sin2u ! cos2a |z \ 
b) ' tan| a |: 
[¡ sin2a + cos2a (4 ) 


s F % 5 .atb 
€) (sinatsinb) t(cosa Lcosb) - 4cos š 


a a 
đ) tàn =cotg 2cota. 
2 2 


Giai: 


+. 
: : 2sin` ` 
Ö .. Zgima 2simnacosa 2sima(l cosa) 2 
ayVYetrii= _— h : + 
2Sinil 0 2sina.cosa  2Sina(lLcosd) + va 

2cos 


b) Vẽ trái ltCos2a sin2a 2cosa 2sinacosa 
ê trái = ` : 
|! cos2a¡vin2a 2cosa 2sinacosa 


h T 
v3 sin| q | 
2cosa(cosa sita) 41 
- = đpcm 
2cosa(cosa sina} l› 3 \ 
V2cox a 
4 


2cot2x 


tan 


€) Vẽ trái = si + cos a ® xin b + cos'b £ 2(cosacob + sinasinh) 


=2|l+ecos(i b)] = đpcm 
`. l ụ 
dị Có đăng thức tường đương tạp 2 C018, 3cota 
va 
tin I 
TH a I ) | 
Vẻ trái = tan : 
xÈ Hì a 
" tạn 
* 2 ` 
vũ 
[tan 
3 
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Ví dụ 9. Chứng mình: tan 7 307 [v3 v3 (v3 1] 
Giải : 
SA: | cos2; mẽ ¡ SEðSIT 
Đề thấy tạng CS“ nên tạn7"30 : _ 
' xI 3ä xin15 
Mà coslS5"= cos(1S” 307) 
1L AB sš tự = 
= cos4Š5'cos30" + sin1 3Ÿ sin30 = Ệ {6 + v2 
sinl5" = sin(45" 30) 

: = Ì¿ rrz ^ 
=sin4S",cos30" + sin30 .cos4S'= , 2 \ 
Thay vào đẳng thức trên : 

4 v6 v2 tì v6 ý2JQV6+ v2) 
dóé v2 (về ⁄2V6+ V2) 

Ví dụ 10. Rút gọn biếu thức : 

A =cosi + cos( + b) + cos(a + 2b) +... + cos(ar + nb)(nc N) 

Giải: 

Với b+ k2m(kc ⁄), ta có : 


tan 30) = dpem. 


cl. s.b b cb 
Asin sin _ cosa + sim cos(ti+b)+ sin _ cos(t + 2b)+ 
3 3 bi 3 


N. 
ả¬.....¬ nh) 


JhIC b Í b` „ 3b ì 
sin|a 1 | sim'a |: sin| a + 
2 2 \' VI 0P ai 3 
: b` _Ễ h)N| ‡hì 
sin| ad + Ũ sin| hà) | _simla: lộ. 
¬ 3) | Đ J 


: THrl, | ; ƒ h1 ì 
isIinlda1 ề b| xinla! hị 


\ Rủ } 


: 3n : | Í bì 
xmla + b | ximia | 
2 2 \. #) 


„ 1 | "n 
si bcoslal b 
Kả 3 


si k# Ì beosl at "hị 
E) 27 
Ấ: 
xin 
3 
b=k2z(KcZ2)* >A =tn £ l)eosa. 
Ví dụ TT. Chứng mình 


t2 


sin3Ø sim 1U sin60 xin80°'= 
l6 
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tai: 


Ị 3 Ị v M ` 
V  (cos20 còx60 )- (cos20° coxl40') 


Ị 
(cos20— cosod ](cos20ˆ + cos40 ) 
4 
I 
(cox 7U cos6Ð eosx20 (ecos 10 cos2Œ cox6U coslld ] 
1 


| I:coslU | cos6U — ¡ cox2U 


cos20 ¡ cös HỦ 
hi 3 ) 3 3 


l : \ 
(+ cos4U” cos20): ¡ cos20) cos40 { : 
2 I6 
Ví du 12. lút sọn các biếu thức xau : 


CÓSI CONSI L COSÔI Cox7a 
d) 
XI c su đu ý xH%I + x7 


COSG P CON J1 + eos 3ä 


Mì 
Sind t9 3m 3a + xin 
lạ, #] lạ, #1 
CS =n) CÓS. Ca. L 
6 \ 6/ 
Œ} CÓNG 
3cosa 
zÌ [ z#} 
co 1: Jreos|a | 
\ 3 Ệ- 4 
đ) 
ạ 
COIiI CÓI 
° 
Giải : 
) SH LCOS4) (COX74 cosšu)  2cos3.cos2a 
q 
(sinŠn ( sina) (x24 + s3) — 2sin3a,cos2n + 2sinfn cos 2g 
2Jcos2n(cos3a cos5l) 3gm-.sin( a) : 

mi 
2eos 3a(sin 3đ + sin 51) 2sini.cosiat 
2cox2aecosu + 2cox2a  7cos2i(cosad ở l) 3 

ĐỒ ST 2 : cot 2i 
2Nin2i.coxa + xin In2teosa LTD) 
: ,„‡ #| 5 ⁄R ` 
2MH 3ä xin 3J 3Ninacosd 
€) coxa COS¿ c 
2cosi cosit 


: SÁT.rủ 
cosa VÂsing coxa tạ sina 


L4 H j..fP 
CÓS.COK 3 XI1¿1.SH1 


2cox at 
: \ 
Co 


17? 


2COSi.cox ˆ 
Ỷ mỡ, 
đd)- xina.cosit xin2a. 
s. 


»-. 
su" 
3 
š q 
SI1¿1.SHI 
" 


Ví đụ F3. Clrứng mình trong mọi VVBC tị đéu có: 


: P A B €C 
a)xinA + sinB t xin C< +cos „CO CỐ 


b)cosA + cosl3 + cos C= + 4sin 


s 
&.,B.,£ 
xin _.sin 
HÀ ¬ ¬3 


c)sin A 3 sm Bồ £ sin C= 2(1 + cosA.eosB.cosCl 
đ)cosÁ + ecosB+cos C<l— 2cosA.cosB.cosC 


Giai: 
_ ï“........ mN.-- C 
a) VT= 3šin xin SH — CON 
3 3 3 = 
; CÝ A 88 A:B) 
3s Cöx L CON |= dpem. 
2 2 3 # 
AB \VB si 
b) VT=2cos“`) “eos”” ”í1 2sin 
2 3 32 
[ ị C Í AB ALlB 
3sin CọS sn  [+l 2s |cos cos S. LÍ 
31 3 bà) E) 3 Ỷ 
c_ | 'G0S2A, l ces3B b cos2A 2 cos3j3 tn) 
€) Về trái = : Ũ tsin € I LÍ cos € 
ă 3 : 
=3 costA tBRJcos(A BỊ cósC 
3+ cosC|lcosCcA B) + cosC| 
3+ cosCl|costcA B) cosC\ + BỊ - dpem 
„— lbreœs2A tcos2B cos2A ccox3lB) ` 
dì Vẽtrái = Ì “ ‡ at tsin CC lí Ê Š 1i@w€ 


L+ cos(A # )cosGX - B) co C 
= ` coxClcos(A Bì cosC| 
=]l cosClcosecA BỊ tcos(A + B)J = đpem 


II BÀI TẬP 


Công thức công 


“ 
( 4)Choa b= 
‡ 
S : [; tình „ đang Ì 
chứng mình tin và trình 
[tình tang c Í 
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U) Cho + 


h 
(Í t1àng)CÍ t tanh) = Ðvà CÍ cotD(E coth) = 3. 
R WÊx *ới do „ a-b 
5. (ly Chứng mình : tan(N Py)= 
tan ý) b l+ah 
3 3 
3.) Cho tnà — lạnh ( <,b< Iv), Hma+b. 
hộ 7 
li 3 
hị Clio tạm ụ @° và bmh 3|:'0<b 
v3 3 


Tìma+h 


(Ú- ñch‹ vi ma b: 


4. Clip mình răng néu các góc của: VABC thói mãn một trong các đẳng thức 
sau. tủ \:VBC căn, 


HỌi V:rơvs ĐĐ Í 

dt (are A ccoLg B): 
sim A¡xin B 3 

HỘ uy 
sin€ 


C 
c] ạ+ b = túi : (atanA+h 


1B) 


đ) tạnA + 2tanB = tạnAtan`B 
Công thức nhân đối, nhân bạ 
Š, RủI gọn các biếu thức sau : 


A s ` - xã ~ 
1) CON”? — GSIH dcoxa + sa: b) cosa Sim"  co0s 
phụ z 
€cj Ñcox TÚ 'cos2U cos40 
đ) cos207ecos4Ø0 .cos60 cos§0 
6, Chứng mình các đáng thức sau : 
a0) tìm 36 tan 73) < 5: 


lu | -df ID 
bJ coxireos {CON tại cosäu 
Lở Ề 
( ữ hỹ T7 
Ap dụng dẻ tính : cos ˆ có ˆ cõx 
Ñ Ñ l§ 
Ÿtana tan: # 7 \ 
€) tanä và bai AE, ð# Âm l 
| 3timn a \ 6 3) 


lập ` lại 
đ) tần atian. . ltin|ˆ ta | 

MS 1 
v0 (2/5 


Ấp dụng để chứng mình - tan6 tanS-Fin66° = 


79 


1. 


8. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các hàm sau : 


ụ, 


10. 


„1. 


12. 


13. 


IS0 


a) Cho sinz 
ạath 

¬. 
b) Cho cosứ 
) 


ì 
Ă€) Cho sin  coxz 


rãi 
Lsin|X 
1 


c)y Ñsin NeosX, 
Công thức hạ bậc 
Rút gọn các biếu thức 


: # 
a) VY -sm[X+ 
=l 


l 1Ú 1 | 
a) + t -cosz (0<ơ<ï). b)vJ— 
9 3#ðlủ3 3 3ú 
ở ớ ớ 
2cot col tạn 
+ bị 5 
vì TS KỸ q c. 
ứŒ ứ ứ 
|? củi CÓI  +l1an 
3 + 


Chứng minh các hãng đẳng thức sau 


š Ẵ § xử 
ä) sina(sina + sinh) + coxa(cosa + cosb) = 2cos 


cosh)2 = 4sin  " 


Hì 

3) 
(<<). 

ha MI isina 

Tìm giá trị biểu thức : 


xinb)` + (cosa 


T, aÌ _“ 
4 2) 4 


b)(sina 


xina x q 
a) biết tin LỆ 
3- 2cosa 2 


3 tim d 
Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhật của hàm : 


2eos2x + sỈn X; 


a)Y 


€)y = 2sinÏx - cos2x. 


Công thức biển đổi tích thành tổng 
Rút gọn các biểu thức sau : 
cox:lii 


4) COSZaCOX d „0x24 


€) simEŸ + sin9[°” + 2sin203'(sin I2” + sin1Š§`): 


vab _ t : 
tạb >0). Tìm sin2ơứ. cos2ởơ, 


- NI 
.- Hìm xin2œ, cos2œ, tạn2ơ. 


b)y =cosÌx 


ì tang ¡ sa 


b) in ly 
bì 
y 


b)cos `3 + cos'Í 


tìn2ơ, 


Tìm sin2ớ. cos3d, tan2ớ, 


H) 
SỊI X 


lỌ 1 
' £ cosz (Ú <t <n). 
¬ ¬ 


") 
„ — biết lăn : 
sina K¿ ) 


X | l(SinX @X)) 


Tổng thành tích 


cos-lcos 2: 


đ) cos35” + cosl25” + 2sinIRÑSt(sin 30” + sin140)); 


14. Chìne mình các đâng thức sâu : 


®mmzl + SH ý SH cSim3n Tà 
¡) È tìm tra 
ÔSu TL COSĂI + CON › t@xIÐnH TM 
¬- (n: li 
SH" .sm 
` ¬ 
1) sina P sH 3d + xin Ÿ ©... c si ng 5 bà 
HỊ 
xin 
- 
nà (n¡ li 
SH CỒN 
» 3 
CJ OSH CCOS24 P CONẩu +... + CỚNHÀ K 
h) 
xu 
% 


wmšÁ + smn3B : sn$C 0 (Ú) 


zà 


|) (ABC là tạm giác gì nếu có S 
IeosAeosB— sin (3) 


(Đi học Kiến trúc Hài Nội, nàn T997), 
h.e là các cạnh đọi diện với các góc của VABC thỏa mãn điều Kiện : 
l3 LJANG) bịc À 


31s .CON : xi 
3 x2 3 


Tím óc ACÐH Mó — Địa chất, năm 1997), 
16. Chỉng mình rằng trong mọi VABC tị đếu có : 


xin\SinB- cox” 


(ĐE Quốc gia Hà Nói. khỏi D năm 1997) 
17. Chúng tỏ các biếu thúc sản không phú thuốc vào biến x: 


—— Z Sư 


Ä t4 X 2 
a8) đšm xesimn 2X ( đcox VN. | với 1<x< „ 


BỊ COSÌX 4 €oS ÔN  đc@x Xeos2N 


ắ v†# LG 
c):0S”x teox | “ +w [Lee ^ -4 | 
ì À ) 
.( 3# Í 3ã 
đ)»n xế | +NjtSm NỈ 
ì 


18. Chúng mình trong mọi XXBC, tị deu có : 


+ ¿ “\ b Là 
aA) sa + snB— sinC = dsin yIẠN CON C 
lñ €" 
bBlosz\ treosBR cosC- deox cós xm 
Lì t 


sinm2B— xin2C = 4sin2V sinBR sinC 
3B cosJC= [E- dcosA.cosBcosC 


€)sT\X£simnB xinC= 2sinAxinBeosC 
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19. Chứng mình điều Kiện cần và đủ đề VÁBC vuông ởơ.V là 
sinB + sinC 
vũyÁ + B ! šín 
cosB ¡ cosC 


20. Chứng minh : 


: ' , 3 
nều các góc của XABC thỏa mãn điệu kiện cosA + cosB + cosC = = 


thì nó là tam giác deu. 


HH. LỜI GIÀN VẤN TẤT - HƯỚNG ĐÂN - ĐẠP SỐ 


1. a)Cóa= —+b > tang = Ian| ` + bị 


Lá 
n | 
L4 
tạn  Ltianh 
[+ tạnb 
«3 tn = — = (đpem) 


Ló l tình 
[ -tạan” tạnh 
4 


\ 


Cổb=a_—“ =tanik= tạn| xi J 
4 kề sử 


: tạng tì” tàme 5Í 
<>tanb - 3 ci (dpem) 


7 litana 
| tana.tan : 
4 


b)a+b= “s tan +b)=l > S8 Lan I 
‡ | - tmatanb 
=> tạng + tạnB + tana.tanb = Ì 
Nền (Ì + tạna)(Í + tạnhồ) = tana + tạnồ + tana.tanb + = + Í = 2(dpem) 
Để dàng ta có : 
cota.colb † 


cotta + b) 
coLit ¡ coLb 


Màa+be= h >cot(a + b)= Ï 


Từ đó tà có : cotdcotb (coti + cotb) = I 
Mà(1 - cota)(l cotb) =1 (cota +coth) + cotlteotbh = [+ l = 3(đpem) 


tàn(d £X) - tàn ý) 


2. tan(x + y) = tanl(ổ + X) (tư v)| (dpcm) 


Ï* tam + X)EHW(( Y) 


3. a) Dùng công thức tan(a + b), tìm được + bc= ˆ 
_ Ũ 
+ cha 


b)2251%;c) “ :d) : 
1 


IR3 


U Có đấng thức tượng (lượng 
¬..`......... ú coŸ 
“s0 Atsm BỘ sm AC sin B 

cos Accos B cós Á cos B cós Aicos B 


“xm ¿xin BĐ xn A xin B vn A+lsinB 


cós Ban Á có Axin B cos Bsin A -cos A.sm B 


sim A(xim A cm Bì 
I 


:  › 
y(cos Busmn A cốs A.sm B) - Ụ 
ven A xin B 


[cas`Bsin`A -cos` Vsin B- 0 Œ) 


l | 
sinh (3) 
xin AC sm B 
Xét (l) 


xin B@in A +sin Bì 


<>» (cosB.sinA tcosA.xinB) (cosB.sinA- cosA.sinB) = 0Ì 
“+ xim(A t+B)sin(Á P=0<>zsm(A - B)=0 -›>A=B 


> ABC cân dính 


[JA=8_ › AABC cân dinh C 


Xét(2)«»sinA=sinB » : 
|A z Bdoại) 


b) Theo piá thiết sinCA PC) = 3sinC.cosA 


<3 SIYA,€cosC + sinC.cosA = 2sin€.cosA 


<+> sinA,cosC — sinC.cosA =0<>sin(A €)=0-> A =€(dpem) 


c) Có đẳng thức tương đương : 


AB DN, 
al ".. na | bỈ tan B.cot Ì 
3 E) } 
ViB A:B 
AM... : ¡ xnB.eos 
+» sin A{ I = xinB = 
AB | A+Đ 
cos\.sin ¬ | | cosB.sin 
AB b A+B 
b“.... xin Àc0xs 
s>NIHA s . 
".... 
cox.À.sin 
2 
: AB . A+B 
xinB.cos cosBl.sin 
inB 3 2 
sin 
ở AB 
cô nọ - 
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6. 


IS4 


B A 
; 4 Á tổ \.:B xu Ũ 
“ tinAxi| \X— tuanBRsm 3 ~\=B 
* r¿ 
_ tan tạnB 
tđpem), 
đ) Có đăng thúc tướn đương 
tan. + tán B 
tan + tan - tạnBitanVanB TÌ<: tan l3 
L tan tín 
(chắc chân Luu\ tan z lì 
»ItanGAÁ + B)<= lạnB - >tìnC =tunB xC=  (dpem). 
Š.d) sHa + cox it ÔSII UV0S 8 = (SH 1# 0x a1 ÑNSHH A.€O@S 
E— 3(2SIiicosa) [l 2l 3a 
SỈ đạp + exỞH SH 2A 
tú 3g sú l= cowta 
¬"--.. dÍ : 
b) có á dị — .COS CON SH = CGSON 
¬ ¬ 
` 8sin EU cốs TỪ cos2 cos‡0 {sm2) cós30 cọg |} 
e 
sinT0 smi1U 
2šmm-IU cos4U' xHIẾU — cðs]0 
‹ vor[U 
sm10” xi xu 
h 2sin20 cos20 coxs-tU cas6l cos§0 2Sim-U cas‡U cosGŒ cos§0 
đ) 
3sin0 lsim20” 
: n ` ( 
29inB0fcosBlJfcos60  “ĐẾU, ¡ 
8sin20 Ñsm20 lo 
: § Á I 
(vì 160” và 30” bù nhậu cos60 SỬ 
iR : 31an L8 
a) Fa nhận thấy : tân72' = cot[Ñ, tan36  = tần Ð T8 K& 
[tân TŠ 
Dư THanIÑ cotLtX 3 R 
trin36 .tim7 (*) 
[tim TN [tan TÑ 
® _ xHỊN ý 
Ta phải tỉnh tìnEN „ tức lì phải tìm sinEŠ 
coslÑ 
Tạ nhân thấy: s6 - cúsãl (hóc phú nhau) 
x2 SIH,ÏÑ = CON 3/]N 7> Xu eoxELN = 1eox TÀ {\cosl§ 
3> 23sIHIR = dcos LÑ ‡ 
h 3 : ñ Wẽ le 
«> dsin xmf§ E~U +> wmIA (run phương trinh bạc 3 


(ấn là si1EÑ?, và họ nahen: khong Hi hiep) 


củ» Ñ x[l xứ" IÑ 


Lo có 1Í tim TÑ 
vIU: 8s à'a vã 


Thủ vào ì 


lăn Ÿý tạm 3 = vã >dncm 


3 v3 l¿ vã 


Cl\ — đdụngh suÍN . cós]§S. tanTN, tạ có thể tính được gi trị hàm số 
lượi + ti cha các nói 


9e lÑ§ lu 13t:ÀU f4) 


cử 457 INI,34(-IÍN +EŠ) 43 (=áU lì 
b) Œt Eox” ,cosir+esiH (xin ÏÍcos vosa xin cxina 
Ề Ỷ 3 ì 
I v3 I vã 
ecsa1 tựứSäøÉ + sIHat CỌNG mút 
` Ũ 3 3 
Ị ` rÌ ì : 
CO CÓN ä MH" [ CỒNH CÓSš {I củs a) 
I |4 4 | 
ïš\q 1 ' Š | : 
CC ( CÔN ñ | tdcox â cosäl cós đa, 
: + Sr tạ 1 # Ỷ 
`... ... củs cas 
l8 IS IN 4 lÙ bì 
(0diy a ý 
l8 
F 31:11it 
a"gg ! 
tin + lạm Tạ TM 
d} tru! 3®} Ị "`. 
Ï tanabm2a 3m l 
Ï tia 
[tui d 
ä L 
tìm 3 t1 t1 n tan 8: ñứn # 
đì pníi k h tia ì 
# ữ {Í $tam n 
[:tan tna | tần ta 
3 ì 
tim GUI ä : 
11 %I  XCITH CN C} 
| $hm a 
n R Ăn Í 
lũ c1 tạnG HÀ Í t6 >: luÉEÑ = tử đây ú = 6. ấp dụng kết 
vi0- 3+5 


(tết VỆ H VÀ 2H v11 


lo 


a`-Gahtb` 


8) cos2ơ =coslŒœ sinứ=l 2sinœ= ý 
(at b) 
` F..& sa bịvahb 
xin2œ = + VI-eox 3à 
tị + b} 


xin 2# 4ú b)vah 
tin 22 LẾn 
cos 3# na 6abib 


b) cos2g =cos 0 xin =cosœ (l cosư) 


› ôn" [ w 
de l= : 
(la) 
: lPG- đi a) 
sinm23# = +VI-cox ! XCc 
(l!a ) 
4đa(a ` D) sin2ø 
tan2ø - 4 - + | 
LIÀ cos2ø j 


q 


€) (Sinơ + cosở)` 


5 € -=—= S 
© sin2?# -——:€os2œ.- tI| siw 2ø = t— ⁄J? 
16 6 
sin2ø Ủ re 
tan 2 =..- 
COS 2# 175 
: #\Ì.Íz ( ì 
a)y- sinl xi Jsin| X | sin| K.Ì— |e@sl“ Ix | 
#J V4 | T 


I l 
‹«» <@< >mIH\ „ NHAN V 
b ằ 5 ) 


b) y =(COSÌX # SN N(COSÌX - XÍHÌN) = CON, 
Vì lcos2xl < 1<» lyl<lc> I<y<l 
3 li y = - l, ñTfax ý = 1. 


€)Òy=l  2siH 2X =si1 2x +eos24 Ösin2N = 


=C€OS24 sỈiH2N =<toslx zminy= -lÏ,man y = l 
J1 .l1 Hỷ l1 ữ Í [ “ ứ 
a) É(Í! cosớ) © CON LÍ: cös cós 
3 22 Nội cac CN Uy nioi 
_ LAN." Lan: 
(có - « và 0 * ) 


ÂN. uã + 4 


bị |I cœux. | xin 
3 Ẫ 
) 
Ăs h ` : 
am" 111 tin 
3 3 3 Š 
Cì k_ LẺ m- _ NIHŒ 
| ư .ớ N. 
Ũ tin tin l; tan 
ữ ø 3 HÀ 
tun 
P- 
“đ 
Ï tan 
ứữ 
tin s 
L24 3 “z "/¿ 
tan tru [tan 
F2 M » 
dì Sẽ = COSZ. 
| ứ ứ _.. 
r1" Fị IINH))) h [+ tan 
ớ 2 
tan > “ 
5 đ 
bó tan 
3 


10. a), bì Xem ví dụ [cau c 


: 7 “si :#ˆ-- đ ‹(Éz a 
€J} ] - gia: - Ï cox| ^ | 2sin | | 2cos SẼ” 
3 / 4 3) 4 3 


b |z -(# ¿ »Ỉ Z đA 

Iisina l¡ cọx| | 2côx | 3sm ( 
\›2 J A: 4 2 

Thay vào mẫu và chú ý rang  < a < x, biểu thức thành : 


|# M}tứfrr = 


# #.H E F5 XE: 
xin ! VItsinn xin |vl sina 
Aÿ ` -5 L4 3) 


XI xin a 


*' m. Va vÄÃ Fxx+ 4Í ( „ni 
MẺm: #'ñm ằ.,[m a z.ứ ca 
⁄ Sim + sin| ' v3sin, cữa ˆ + | 
V8 3) (t4 3) 1 | ấy 
lcosal 
( \ 
LAN: E „-. 
ì_ | v2v0n | † 
3 t4 2 
€CoSi 
xổ tý h) 
t2 J s0] + | 
¬ 8. | 
cosd 
'z3 Í z 
N3coös lá | E 
\3 v2xina E 
v3tmi. 
vốn cosa 


ID 


II. Đạt tần 1 


BÀ] 
= 
F 1 4 
a) A Ị : Ea che 3 
I li . 
II) : 
| ¡1 : 
3con” 
timi(l tcoxd) Ì :eosg vị 
h; B cốt 
tui c@@sdl)  cøosd +, củ 
3sin 
¬ 
Ì c@s2X z 
12. a)y = 2cos2N + : = Ä€@x2x + [<2 
* k¿ 
`... Ï 
Vileos2xI- 1 Ẻ Ị 
dụ Í x 
|Ễ ong <y<=<#3' >miny |: ma V 
À 
[m \ sỈ "ẽ. 
b)y xin, X|+2xm | X/ ảNm | N | 
=:; Ị 4 
Am) xị Wmi 0ssin, w|*l nên 
+ | Ä 1 
sử s ` 
0*-y<l zmmny (.naxy 3 
Ậ 
" ¬ b ¬ Ị 
C}ÿy=I  COX2X CÓSĐX ¿ >cos2x š 
3 
3 | n 
Do leosÐN |: “|: | >ñWữữWw |: ma Ý 
§ 4 À 
| (3cox 1ì 
| | : I1 Í 
cús 2ù 
ế” _ 1l 4 
liecðx6 [tecws2 ( 
b) ' (COSG ? COS2) 
3 


3 3 


€)xin203— sin(ESU 133) 


xn3 


NH0 ”:= sin(90” E11= cosEF: sinl12 

Có sim + cosl TS 3m3 (xiHBN + xi2) )= 
=xINE #®€coxIl 3simÐŸ xiI6R' in3Ÿ s32) 
=NÙNHÍ' Pcøšl 4 cosJl côx13 ' deoxll cakl 
=NInÏl' ®c@x(9(L ( } x"Í xin ( 
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a lễ 
2# 4d 
3y J s 
CÓS..X 
ì 
3 


=NIHÔN : siHIŠÑ = sinC3 


dìcsI2Š5 = cosŠ55 ,sinIÑŠ = sinEERU + Š" xin 


xi 3U xIHMT. sm] 1U = xirH) 

Có 0S33 cosSS SH (sinMP + sinH0 1 

=Gœ0SẢS cox3S — 3simHl xiHSU — 3sinŸ'xindU 

=tGx3Š cosSÃ tcoxIS cóoxIŠ tcoxsaẲlŠ cox3Ã =U 


E4. ái "hàm cả từ và mẫu với TSina ta z Ki 


'SHH dị U JSHME SH 1 ý ÐXna.sin5a +... + 2S xinm(2n li 
ẨNco Sự + JNHHiLcoxẩn © JNhgcox5it c... cJNHacoxt3n la 
( coxs2dl + (COSSI cosi)r(cox-ll cox6)+... + [coxen 2) cos 2n] 
Xin 3d : (Si sin 5O ( (Sm6ä sin-R c... '[sin2na xi2 2a] 
Í eas Ma Jsin nạ 
: timna 
311 "Hà 3šiniti.cosntil 


: -- W : 
HS + 2sh 
¬ 

b› -° 


SỂ: xo CẾUS lT „41 
ISm" £ sim 3Ism - !0...! s1 nasin 
RÃ ^ R¿ 


hì Âu Mi Si hi Tà 
Cứ CON — +TƯÊN CON — CÓ c0S 
› ¬ 3 % 3 


z. 
3sin 
| ( fÌ ạa . t \ 
SOsEn q1 COSNIH! nh) CÓS CóÓS H) 
R) } K„ 3 


g.. IÊ h) 
3smn 5 3w 


= diem, 


#5 S - ") „ s..Sã 
3m" - côsa 1 2sin „ic0x2 Lyïn yic0sän ',..1 2sin „:ÿosna 


) 


c) 
m- 

3ximn 
Độ 


"` ạ 3⁄1 hạ rà - 
sh SH + Sn xm — +SI xin 
"3 ° R¿ ¬ » tả 


„8 
3sin 
2 
, | =. 1À 3 N z 
dh) 6 ¡la xin| n |a vn PHh xi bụ 
\ h¿ \ Buài) šÀ 
mà Ì có “ (dpem). 
‡ „# 
2sin 
rẠ 
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1§. 1) Biến đối (1) 


. 3(A £B) (AB) L XI 4€ 
2sin ệ ceog” : ! 3sin 2 E0§ „ Ø (1) 


Vì A,B. C là bú góc của VABC nên: A=B= IS0' € 


3 ì 
4$ (A1) ?7U là 
3 ` 


K - bì 
<>xin- (AB) sim(320 €} 


3 3 
“ ^ h ` ì ` ì 
Ta cũng có: C = [Su X4, ‹2 -* 370 „Ẳ \-B) 
AC 
»>xI1 ÂU) Hà 
` 


ì ì 3 Ỉ 
Vậy (I) c3 2cos cú (Á Bì cós yíA Bì: 


\ Ị ỉ 
leos b ‹ ` Ñ) 
3 ' 

` dA 

hoặc cos ú wãi W. ðiu tu 
Bà l 
3B ảI 

hoặc cos my 9 90” zP. 60 (1h) 
AC : : 

hoặc co Ö NỆ # 90 +CC 60 (lc) 


3 

Biến dối (2): coscA + Bì peosUÝ BỊ L côsC 

s>cos(A B)- 1 cũscÁ B): cásÚU vA<B 

Kết hợp với (l0, hoặc (Tb). hoặc CÍc), tà được VABC là tạm giác đeu, 

3) Thày các cạnh theo định lí hàm sín, ta có đăng thức tương đương 
B €C Í súlrsinC. 


JCOx C0S ' sm 
z nóng xHÀ 3 
` ‡ị(C B 
* ` =ŸMt CoÓS 
B.( R ({ I 
$3 CÓS LCOS ! ở sm 
' 3 / F 
_ k: 5 2x co0s _ 
M 
N. B8 ẶC€C I1 B.£ . I NV tơ 
4»xm 1L COS +: CON <>xim > 3U 
3 M 3 3 


tỏ 
J 


>A=00. 
16. Có đẳng thức trơn dương : 


I I „{ 
cos(A B) cos(A + B)|< Ÿ cos(cA ; B) (Ì: cosC) cøS 
3 2 3 
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7. ai 4s0vx (xin Ox dsin x+4sin xeoxx dsin X 


 Ñ] # \ 
+eas 3| 1+ cox x|l. 3+ sim 
x3 » 
Biết thức thành ý 2[SInxÌ + 3 + xinx= JNHHX + 23th = 2 
3z 


me - nên sinx < () 


BỊ (2€0s KC CON3X] =(l#€OS2K cos2X) = Í 
ự \ Í 3y 
| tcos| +3x| l #coxl -24 
ì M 
GÌ €ọx N ' 
› 3 
" ~ 
(3z 3z 
GÓSI +^x ld mi - 
M 3 ì 
CN Xe]: 
3 
2z ¬ : l n [: cos3N I 
CÓNS X C | tCÓN COSỞN - côos N | COSỞN sỊ cơ 
ì 3 3 ä 
LZ | ¡ 1z 
[ - coš +3 J l-cos -2N. | 
: kLã La ) 
đ) su 4 1 Ũ 
Bị " 
z ( 1# \ ( 4z ì 
co) 33% }* giấ| -3N 
* ] 3 
xi w tÍ 
3 


SỈn 4° Í cØs - COS2X 


h # a bá 
=sfU XEÍ c@s[E 7k |CoS24= sỉin xLÍ[ t cox „€0S3% 
Ẩ | 


[ coós2N | ì 
= › tcÍ! cØs}\ š 
3 m, k) 
.„ &+B A-B LiN C 
(8. a) in có SH] - CON 
3 . k2 k¿ 
(CÍ A-B A+B 
=3cc Rac cús ¡= dpem 
2 E;) 3 


A+ A-B „.#€ 
b) 2o ˆ „ CŨN t2Nïn ấ I 


Œ{,Á.H,_ Á#B] 


=2) | còx Ecox = dnem 
.§: k 


€) 2un(CA + BlcoscA— B) + 2sinC.cosC = 
= 3sn€({ecos(\X BỊ coxCA + B)J = dpem. 
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19. 


20. 


92 


đì 2cos(X + BleosL^ 


Bì 1 3cosCC Í 


=_ 3cosClcosCcA BRirvcoscVLEB)I Tz=dpem 
| cos?AÁ 1 cos3H : Ö_ COS22 ¡ cox3lj 
Œ wm CC Í sp C 
3 3 33 
=c@sC© cos(A + B)cos(A Bì 
=c@sC[— cosCA + BỊ1 cosLV — BE 3šinA.sinB.cosC 


Điều Kiện cần : XABC vuông ở 2À thì có hệ thức 


ÂN xi8éB ¡ sinC 


xi 
cosl3 ‹ cosC 

Thật vậy. Vì A = Tv nén B và € phụ nhau : 

SinA = Ì, xinB = cosC, sinC = cosB. - 


xinB sBđ 
Do đó : ` chi và | 

cosl3 ¡ sinB 
Điều kiện du : 


smB Lsin€ 


xinA (dpem). 


XABC có các sóc thỏa mãn: 


xin/ thì tim phíc đó vuong ở À. 
coslB tcosC 
+.R.£€ BC 

A % 2sin CN 

Thật vậy. Có : 2sin _ .cox, k 4 
niên TẾ VỢY vi D9G-1B=C 
3c0§ COX 
3 3 
; Ñ À: v3 A ` 
<>xIn <»xsIn › 45 
"- 3 E2 3 
«3> A= IV(dpem) 
=ựG A+B A-B sẽ 3 
Có 2cos———€os +l-2sin - 0 
2 3 3 a2 
„xK& là : 
-4sin 4cos sm tì ỦW*} 
2 x) 3 
Phương trình (#) ấn sín phát có nghiệm nên 
h Í ` ì AB 

A'>0<3 4Í cos IÌ>0<»eos š li» 


Lúc này phương trình (*) có nghiệm kép (vì A' = 0); 


R | 
xin cos (vì A=B) 
3. 9 3 2 
» Ậ 340”.›C 60 
3 


AABC có A = B và €= 60” nên nó là tam giác đều. 


B 


cà 


ÔN TẬP CHƯƠNG VI 


Chứng mình rằng trong mọi tạm giác ABC ta luôn có : 
B c B A B 


h ; / „.& Ạ 
Sữ-~;COR —.€öS + XI .CON - .CQS SH - .CON _ .COS 
) ¬ 3 3 3 3 5 5 


Ñ ..VÑ.cÊ« D B B C C A 
.SÍ1 —.XỈH _ [Tân — .lan - £ tân —.tan— tiên .tan 
2 3 2 2 2 2 3 3 3 


(Trich đẻ thí vào HH Quan hệ quốc tế =A — 2000) 
Giá sử A. B, C là bà góc của một tạm giác. Chứng mình rằng : 


Ä 8 BC É A 
CÓS CO CON " 
TT uiệt: TM rgu li, 2 xe 
.: v' : 
sm" sIin sIn 
3 % xẻ 


b) Xúc định dạng của tam giác ABC biết rằng : 
(Í + cotA)J(I + cotB) = 2 
(Trích dờ th ĐHSP Vinh - 2000) 
Gọi a, by e là các cạnh đổi diện với các sóc của AABC. Chứng minh rằng 
AABC là tam giác đếu nếu có các điều kiến sau : 
bể le -a? : 
a (1ì 
bực d | 
ị„ 3beosC (2) 
(Để thí vào các trường DH năm 1981). 
Gọi A, B,C là bà póc của tạm siác ABC. Chứng mình răng điểu kiện cần 
và đủ để tam giác ABC đều là có hè thức : 
Ị | : 
xinÁ- xsínB sinG 
(Trích để thí tàa Dại học Bách khoa — 1999). 
Tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của tổng các bình phương các nghiệm của 
phương trình bạc hat : 
x`-(3sina -coœsa)x 4 4đeos2a=( 
(Khi tham số a biến thiên). 
Tính giá trị của các biểu thức 
8) A = sin'50” + sin 70" cosS50°.cox70". 


(cotA 1! cotB ! cotC) M3 


(Trích đẻ thí ĐH An nữnh 2001) 
b) R=tan20" + tan40' £ V3 tan2021an40° 


n gUấN - "- 2n ". 1...) 
€)€:: xin” .sin sin ` xin" ‡sin  .sin 
0 1( b) s llÔ) 
3 3(2m 2{ 2m \ 
đ) D=cos” a4 cos” La |t cos” : a J 
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Chứng minh bất đăng thức : 
¬..:. 1... : nh 
SH" V7 >_(SHN ¡ siny)với x>0.y<. 


Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có : 
( \ Y 
| Da li: 
|1: + 
| | z5 || : 
| | xin - | xin 
2 J\ 


(Trích để th vào Đại hơi Sư phạm TP Hỏ Chí Minh - \, B - 3000) 


€ 


¬ 


\ 
;|>2T 


9. Chứng minh điều kiện cần và đủ để tam giác ABC đều là : 


10. 
11. 


12. 
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acosA + bcosB+ccosC 2p 


asinA + bsinB+esinC  9R 
(Trích đề thì vào Đai học Kiên trúc Hà Nói - 2000) 
Giải: 


Áp dung định lý sin trong VABC biến đổi tương đương điều kiện đã co tạ có 
ñ : Ä tiến Sể S.ú : .:. 
Chứng minh ta có bất đẳng thức sinA + sinB + sinC < —-— với mẹ AABC 


Chứng minh với mọi VABC, ta có bất đẳng thức : 
A B là 

tạn _ ! tan -- fan -- > vS., 
K- 5 k7¿ 


L) Chứng minh rằng trong mọi XABC, ta luôn luôn có : 
\ 3 `... 
cos A +cos`B + cos C < $ t PI (cos3A + cos3B + cos3C) 


(QDH An nỉnh, khói D, nón 1997) 

2) Chứng mình cosA + cosB + cosC > I với mọi AXABC. 
: (DH.Đà Nang, khối B nón 1997) 
1) Chứng mình rằng néu các cạnh và các góc của XABC thoá mài hệ thức 


hit ,‹ _ x để 
cosA + cosB= -- - thì tam giác đó là tam giác vuông. 


(QDH Kiến trúc. cơ xở Thủ Đức, nóm 1997) 
2) Các góc của tam giác ABC thoả mãn điều kiện cosC(sinA ~ sinB) z 
sinGŒ.cos(A- Bì). 
Hãy tính cosA + cosB. 
(ĐH Nông nghiệp T ~2 — 2000) 
P San h . .: 
3) Cho tam giác ABC với BC =a: AC =b; ÁC =e và có Stan = FAN | 
Chứng minh rằng 3c = 2(¡ + bị). h 
(DH Cán TÌz ~D — 20000) 


HƯỚNG DẦN GIẢI 


C ¡ !ÑÄPĐ 
Trong tam giác ABC tà có — 90 : 
7. 
A:B_ t2 rin, 
HếT CóI tạn = = = 
h) RỦ ^ 3 
- s Ï tan tan 
3 2 
: Ñ B 
: | An V CIAN # B B C À 
Vậy k = =- =>[an -ftA1— +Tan —tan— +tan—tan—= Ì 
kỏ ( B 3 2 2 2 2 2 


D 
tim Ï-tạn tan 
3 ¬ ¬ 


Suy ra điều phải chứng mình là : 
\§ (§ £ D..K.... 


TT. F ¿ &. 
SÍI-Z GÓÒS CO + SH _ CON - COS + N]1 - COS cCoös sm 
3 3 2 3 3 3 3 5 3 9 


“ hà + r2 F2 + ¿ F2 z “+ 


Biên đổi về trái tạ có : 


A 


le A. Dê Ạ „.W. H 
CÓS | SHI — COÓS ‡ CÓ sIn | t+SIn CÓS — COS SIH —SIH — 
3 ¬ ¬ h¿ »Đ 5 ¬ "3 53 ¬ 


X... .ã... : . 
CS —SỈN "..~ €OX”— #SỈn - 
3 3 3 o 5 ¬ 
Về trai "=” về phải nên đăng thức trên là đúng. 
A-B A-B Ạ Ề : 
CON — ƠS COS — €OS_ +SỈI - sin 
2 2 2 2 


t2 Øl2' 


- 

CC” ÄeB tt: xi sợ 
cos C€COSX — COS _SIn sin 

2 c TN:, 2 


A =-B A-B 
| rtan - tan cÓs N 
3 


t 


Ạ A B 
l -tạn Ì làn tàn 
3 3 


tạn xi 
ˆ 


Do đó bất đẳng thức phải chứng mình <> 


\ 
2|-——-.- Ị LÊ ¬ ————-~ |>9 


| 

| D\ B B ẠA 
( l = tim tn | tan tạn l tn tan 

2 2 - AM Bế: „ 3; 
tạn LÔNG 5 t ÄE Bi Ệ Ũ thẺ tan đề ={[ VAABC (ví dụ 4) 
2 2 2 2 h) 2 


h9 


A_ B B €C, ÄÁ 
=*l—tan—-tan —;¡ Ï ~ tan — tan —-; [— tan —tan— >0 
2 cà 2 2 


Do đó theo côi tạ có : 


-l 


AB B. C..ấ 
I—tan-—tan - + ]--tan - tan - £ÐÏ- tan - tan J 
2 2 2 2 2 7) 


I l l 
x ~ b——- -—=+—- —— >9 
A BC C` Á 
I=tan - tan Ï tan. tan l—tan- tan 
2 2 + 2 2 2) 
I I 1 
2|Ì——— = >9(đpc 
AB. TING - 'OING T Bà xua, 
[—tan _ tan Ï tan tan l- tan _ tan 
2 2 2 h2 y) 2 
( l I 
b) (1 +cotA)(I + cotrB) = 2 «+ | I+——— |[l+——— =3 
tạn Á ¡ tan B 


«& (tanA + 1) tanB + l) = 2tanA.tanB 
<3 tanA.tanB + (tanA + tanB) + 1z 2tanA.tanB 
<> tanA + tanB= (l - tanA.tanB) 

tanA + tạanB 
cả =— ~=Ï <>tan(A + B)=~I 
l — tanAtanB 


ĩL 


3¿: 
@A+B=# @œC= 
4 4 


Vậy AABC có góc C-- ệ 
Ì) &b`+€'=a (b+c)<>b`+e -be=a" | 
4, 8) : k ẤN HIẾU , & 3 cà, cos Á > A=60' 
Theo Định lý hầm số cosina"” b + -2hc.cosA k2 
Áp dụng định lí hàm sin vào (2) 
2RsinA = 4RsinB.cosC « >» sin(B + €) = 2sinB.sinŒ 
«+ sinB.cosC + sinŒ.cosB = 2sinl.cos€ 
«>3 sinŒ.eosB - sinB.cosC =0 «+» sin(€- B)=0->B=C. 
AABC có A = 60" và B = € nên AABC là tam giác đều. 
I | 


| 
4. : E— | (cotA + corB ¡ cotC)-- V3 
sinA_ sinB sinC 


) I lộ | : _ 
tỆ-, cotB |! | - cotC | - /3 
sinB ¡ (sinC 


I 
^{ —- cot Á 
sin 


I=cosA I-cosB I- cosC 
-  . ! _ = 3 
sinA sinB sin€ 
".. .,.3ÐB 1C 
2sin“ = 2simn~ ä 2sin“ = 
“€»-—— “- “¿- —T v3 


". A s8 B BI Gn 
2sin _ cos 2sin _ cos 2sin _ cos 
2 2 3 3 2 2 
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A € € 
<3» 'an= +tan— ttan ==X3(1) 
¬ 5 ¬ 


Tà sẽ chứng mỉnh (1) là điều kiến cần và đủ để AABC đều. 
Trong ví dụ 3. §3, ta có : 


À B Lai C / 
tạn - tạn - + tan - tan ttan —.tan— =Ï 
3 5 ¬ 5 3 9% 


_ B_ Ẳ© Ï 
tar = + tn — + tan 
3 _IE Cà) 


3C 3Í LH... B. 6 'o) ;) 
Rẻ ! “| tan _ tan —~ + tan —tan + tan——.tan — 
k8 ộ 23 2 2 


\ s # ¿ 


kì A 2 B 
=taI ! tìn + tan 
3 3 


2Á 3B 3.€ À 8B B. € € Á 
=taAI1" — +tạn” — +tan” - +2>| tan —tan— + tan—tan— + tan—. tan +2 
2 2 2 X..) 2 2 2 2 2 
=3 
A Lai : 
«<>tin SN ng Š-t HH” >3 (2) 
¬ 3 kì 


Dầu = ở (2) xảy ra khi và chỉ khi AABC đều. 
à dủ để AABC đều (đpem). 


Trước hết phải có điều kiện : 


=>(I: là điều kiện cần 


AS(C<> T + cos2n >0 š 2cos la > Ú, suy ra phương trình có nghiệm Và. 
'Thec định lí Viet ; 

S: #Ƒ LXã (XỊ! xa)" 2xIxs -3šina cosa)” + 8(1 +cos2a) 
=l3- 4cos2u - 3sin2a <>S- 13 = 4cos2a - 3sin2a 

Theo BĐT Bunhiacopxki : (đcos2a- 3sin2a) <4')+ 3) 

© (S- 13) <25{šl§ - I3l<5<>+~5 <§~ 13<5 

«3 §S<IÑ§ >minS=&: max S= [§. 

† =cos 1007 I — cosl40). _ €os120” -‡ cos20” 


2 3 2 


a) A= 


=--|; = (cosl00°” 1 cosl40°) - (cosl20° +-cos20°) 
(- 2cos1209cos20° - cos1209 - cos209) 


P SỬ -k2J .-. 
=—(¿tcos20” ¡ cos20") = ` 
2 2 4 
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Mở 


l (cos20” - cos60°) 
_ sin60` 3 


cos20°cos40`  — cos20"cos40" 


¬ mm -: 
J3 3| s20 "5) 


_ 2eos20°eos40° 2eos20'eos40° 


b) B=— 


I : 
V31 +eox20°— 2) VN, +eow20)- VãC - 


2cos20cos40"  2cos20'cos40" cos60" 


vO +cos 20”) 


< + cos20° 
+ 
I T 3m | T Ì 2m 
c)Œ = -|cos—-cos—- |—~_| cos --cosr | + —| co s=——cosrr 
ẤN 5C” ĐC ca” .ÚU 2 Š 


l T1 2m T 3n 
€ = -—| cos—-€os—— -Co0S— + €OSf4 +€O §—— - cosr | =Ú 
2 5 5 b) b 


4 
Ỉ 2) Lien 42a) eo 
d)D= =^ s. s E0 EU. ; E AE; 


+ 
3 


) 


4m 
3+cos2a 1 2cos _ cos2a 8 
D= kế ác ch k r2 khe So in 
2 s 
Xét hiệu : 
"“.. ‹ ,W§+V , X4ÿ K=Ý 
sin-—>—~—~—(sinx +sinv) sin——~~- sin———~cos——^ 
2 2 Ề 2 Š 2 
N CC s5 
sin "l COS~ ¬= 3 sin — 
“= x+ v 1; ..—~ ¿ 
với 0< x, y< m => 0< -? <7 nên 2sin ˆ—Ÿ sin — >í!. và bất đân 


thức được chứng mình. % 
Dấu = xảy ra khi x = y. 
Chú ý : Bằng cách chứng mính tương tự. ta có các bất đẳng tức sau : 


x+y 1 -.. 1 
Ï) eos—— “>3 _ (COSN + cOsV) với <X,V< 
M 9 v b k 


Dấu = xảy ra khi x= ý 


x®y Ì na TL 
2) tân “— “ < -(tạìnx Ð tìnVy)với <x¿Vy<— 
ĐÀ M . : ¬ 


ấu z xảy ra khi x = V. 


4) coI SP (cotx + cotLy) với <x.y . 

2). 2 ý 2 

Dâu xảy ra Khi X = Y. 

Vì A,B,C là ba góc của một tam giác nên A, B, C > 0 và A + B+€C= I80'. 


xố... s4 mộ] B-€ s=] Ẹ 
Ta có sin —.sin—-.sin ~xin—-|€os —€0S———| Vì 
2 bỦ 2 2 
¬.` B.€ BỊC 1m Á „ Ả 
Xin >0 co§-—-— < Ì,cos =cos|———|=sin— 
2 2 2 3 2 2 
va... `... X 
nên Sin--sin~ sin_ £ sim" | sin 
2 lD s 2 2 K) 
Š : : I 
Ta đã biết hàm số y = x(I — x) có cực đại là 3ã 
XẮn vui : .É Ú 4. † 
nên SiIn—sIn—SInN--< -. - - 
ở 2 24 8 
(đẳng thức xảy ra khi A =B =C€). 
| I 
ĐẠI xe=—=—TvŸ* R” ' thì x, y.z > và \Íxy.z >2 
sin” sin sim 
bà E4 2 
Vậy: 
I I I 
I+——> 1 I 
THẬN  MÍ 
Sin- xin sin 
2ñ 2 2 


( #x)(l +y)(1 +Zz) 
]†+x#+y+7+X.y+y2#X.+x.y#Z 


Ủ) 


>I+3ÄXyz + 3X Ìy Z2 + xyz>(1 2Ÿ =27 


Đẳng thức xây ra» x=Vv=z€»sin : F  LÁ :: gin c (&A=B=C 
` 2 2 2 
«> AAPBC deu. 
Ấp dụng định lý sin trong ABC và. biển đổi tương đương điều kiện đã cho 
ta CÓ : 
2RsinA.cosA ¡ 3RsimB.cosB 1 2RsinC.cosC 2p 


3Ñsin ` A 3 2Rsir 


2Rxin`B + 2Rsinˆ C 9R 


xin A.cos® + sinB.cosl + sinC.eosC - 2p 
“$è T———: Sẽ. 
SN xÁ + s0 lồ ; sin € 9R 
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sm2A tsm2B ¡si n2C 4(sinA 0 sinB+tsinC) 
sin” A ¡ sin” B› sin PC 9 

2sin(A + B).cos(A. B)+ 2sin€.cos€ 4(sin A +©sin B+ siìnC) 
9 


sỉn" A +tsin B+ sin`C 
do C = 180" - (A + B) nén ta có : 
2sinC(eos(AB)- cos(A +B)) - 4(sinA +sinB + sinC) 


sin" A tsin” Bì sin € 9 

_đsin A.sin B.sin€ 4(sin A 1 sinB | sin€) 

sin” A-sin'B+ sin`€ F 9 ¡ = 
> 9sinA.sinB.sinC = (sin`A + sin°B + sin°C)(sinA + sinB + sinC) 


>3Wsin) A.sin" B.sin°C. 3Ÿsin A.sin B.sinC 
©sinA== sinB = sinC <»>a =b=c<» AABC đều. 


sinA + sinBR + sinC ! sin60`” <2šin co +2sin & c 
- th 
<2l| sin + sin L bÁb: 
, At+.B+C+609 
<4sin—--————— 
4 
<4sin60° «sinA LsinB L sinC < 3sin60° 
v3 
<3.- —(đpem) 
2 pc 
: h Ề `+ 609 
Dấu = xảy ra khi A =B.C =60° = na LÊ” _ 


=A =B=€=60'-› AABC dẻu. 
Các bài từ 11 —> 13 HS tự làm 


Phần II. 
HÌNH H00 


§1. VECTƠ VÀ MỘT SỐ PHÉP TOÁN 


L. KIẾN THỨC CẨN NHỚ 


1. Vectơ 


*® Vectơ là một đoạn thắng có định hướng. kí hiệu AB.CD.d 


® Hai vectơ cùng phương. cùng 


.h. Veetơ 


AB có điểm đu là A điểm cưới là B hướng từ A đến B có độ dài là do 


dải đoạn thắng AB, kí hiệu là | AB |hoặc AB, có giớ là đường thẳng AB. 


nếu chúng nằm tren hài n 
$ h s b Hình 1 
đường thẳng song +: a hoặc 


cùng mm trên một đường 

thắng ( E và IHỶ) 
Cũng trên hình E1, hai vect2 AB, CD Tà hai vé tơ cùng lưng 
Hai vectơ PQ và RT hày CD và MN là hai vectở ngược luướng. 
Vậy hai trếctở củng phương thì hoặc củng hướng hoặc ngược hướng 
® Hạt vectdt bảng nhàn 
J AB cùng hướng với CD 


H4 


“ABIL— |CD |(cùng độ dài). 


® Mai vectơ đặt hạn 


Q 
hướng. Trên hình l. Hai veeơ  A __8 /⁄ HR 
ÄNl và, MN, RO: „ì KỸ, S———Ẽ J` 

/ 

CD vạ MN, EE và HH lạ \C ⁄ 
Cúc cập vectơ cùng phương. nh —š 
® Vậy hai vectơ cùng phương ———————t h' 
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AB ngược hướng với CD 


|lABl  ÍCDÌ(cùng độ dài). 


* Vectơ không (0) 


® Vettfơ có điểm đến và điểm F si 
cuối trừng nhau, chẳng hạn Ề 
© 


AA. BB, qWwV tức gọi là B 
wectơ Ucó hưởng bát kì và có Ninh 3 
đó dài bằng 0). B € 
2. Tổng của các vectơ 
*® Quy tắc bà điểm : 
ABIBC ÁC A D 
® Quy tắc tam giác - th. 3) Hình Ÿ 
® Ony tắc hình bình hành ARILAD AC (h3) 
3. Phép trừ vectơ 
* Quy tắc tai giác ABIAC CB 
* Quy tắc liệu vect: Nếu MN là một vectơ đã cho thì tà có: 
MN .ON. OM (OÓ là điểm bất Kì) 


4. Phép nhân vectơ với một số: n ⁄ Ú, p€eR, 


Pa cùng hướng với a nếu p >0, ngược hướng với â nếu p<< Ú 
)ũ <> ' lÌ 
Ụ { pa Ipllal 


$. Điều kiện công tuyển của hai vectơ 
Vectơ b cùng phương (công tuyen) với vectơ a z O0 khi và chỉ khi tốn tại 


một số thực psao cho b pa 


Ví dụ T. 1) Chứng mình rằng nếu điểm G là trọng tầm của tạm giác ABC 
. „s , * 
thì GA GB ÓC 0 
Ũ 1 ` . Ũ ca s 
OG - (OA cô OB ¡ ÓC) (O Tà điểm bất Kì). 
h 

2) Chứng minh ràng nếu bà diêm A, Ö, C Không thả hàng mà 
GA 1 GB GC 0thGlà trong tâm VÀĐC. 


3) Nếu G, TH, Ở theo thí tự là trọng tâm. trực tàm, tìm đường (tròn ngoại 


tiếp tam piác ABC, Chứng mình 
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HỌA OBR ÓC OIL 30G ;b) HA ( HBR+ HC - 2HO = 3NG - 
Giải. L) G là trọng tắm của VABC 

GA +GBILGC 0 
Thậy vậy GB + GC — GI) (D là đỉnh của 
hình bình hành BGCI)j 
Đề dàng chứng mình được GÌ) = GA (do 


G là trọng tâm của XABC và MG = MD k 
(M là trung điểm của cạnh BC và là giao 


điểm đường chéo của hình bình hành k s 
BGCD) nên GA=_ GD. Do đóta có: D 
GA GBIGC. GA+GD=Ú Hình 4 


GA LGBIGC GO LOÓA ¡ GÓ  OB ! GO+OC=0 
30G - OA+OBLOC šOG ,(OA LOB + OC) 


3) Gọi Œ” là trọng tâm của XABC, Theo giả thiết GA +GB + GC - 0 
>GG'1G'AGG'1G'BIGG':GC Ô 
->3QGG'+G'ÁIG'B+GC 0 

Theo chứng mình trên Ó” là trọng tâm của AABC thì 

GIÁ LG 'B+G!C - 0 suy m 3GG'- 0 +GG'<=0G=G", 

hay G là trọng tâm của AXABC. 


3) a) Ta có ODB ÓC, 2OM (quy tác hình bình hành), (M là trưng điểm 
của BC). 

Gọi AA' là đường kính của đường tròn (O) dễ dàng chứng mỉnh được 
BHC¿V là hình bình hành › bạ điểm H,M, A' thẳng hàng. 


Ea có OM 5 AHF (do OÔM là dường trung bình của AAHA`) 


> AI 2ÓM, 
Vậy OBLOC AI OH OA 
De đó OA LOBILOC OIÍ 


tSự dụng Kết quả câu 1) 


À 
| 


h 3 vế 3¬? B 
OA F:OBIL ÓC 30G ==wé`\ 
CO : ; ¬— 
Vậy O\+COBILOC OH 30G _ 


s 35„#bÄay g3 É2. £Ị g4B4t 
xã điểm O, Gi. HÍ thìng hàng Hình 
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b) Cũng áp dụng kết quá của câu (L) với O — H, tạ có: 
HA + HB + HC 3HG 
mà HG- HO +OG » 3G 3HO ¡ 30G 
Ta lại có OH 3G nên HG 3HO ( OH- 2HO 
Do đó HA (HE (HC 31G 2HO 
Ta cần phải ghí nhớ những kết quả sau để giải toán. 
1) AB= DC ‹›» ABCD là hình bình hành. 
(Ba điểm A, B. € không thẳng hàng) ˆ 
2)1AII1B Ó hoặc ỐI Đã : Q <> T là trung điểm của đoạn thẳng AB. 


3) GA + GB h Lớ186 0 hoặc OG ,IOA † OB + ÓC) «» G là trọng tâm 
của AABC. (O là điểm bất Kì). 
Ví dụ 2. Cho tứ giác ABCD. Gọi l‡, E lần lượt là trung điểm của AB và CD, 
gọi L là trung điểm của EE. Chứng mỉnh rằng : 
a ABILCD ADLCB: bi AB CD AC BD 
e) IA tIBIIC:ID 0Ô 
d) OA + OB + ÓC ¡ OD — 4ÓL (O là điểm bất kì). 
Giải. a) Biển đổi vẽ phải : 
ABILCD AD + DB + CB: BD 
(DB ¡ BD) ¡ AD ¡CB 
AD + CB (do ĐB: BD 0) Ầ 
Vế phải bằng vế trái nên đảng thức đúng. 
b) Biến đổi vế phải : 
AB CD AC:CD (CD + BD) 
AC:CB CB BD 
AC BD (doCB CB 0). 
Về phải bảng về trải nén đang thức dúng. 
[A18 28 


b Ị - (quy tặc hình bình hành) 
[cam zư 


D 
Hình 


c) Ũ 


šIA 1TR TC (HD 2E cH) Vì LIã trung điểm của EE. 


nên IE + I Ú 


(1) Điều Kiến À, B, C Không thang hàng chỉ đành cho mũi tên đi từ trái sang phải 
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Do đố: IA cI:ICIID 0, 
dị IAILIRIICCHD Ô 

» O cOA) + Ơ c OB) +: HO ÓC) c(IO:OD) Ô 

»4lÓ LOA LOBRILOCLOD Ủ 

OA LOB LÓC COD — HO 4OI (dpem). 

Ví du 3. Cho lục giác dêu ABCDEG. Cho OA - ẩ.OB - b. Hãy biểu diễn các 
veclø ÓC, OD, Of, OIE, BC, CD. ĐẸ, EE, EA theo các vectơ đ.b (O là tâm). 


Giai. Ro ràng OB OA AB (quy tác tạm giác) 


Vậy AB. b d , ĐÁ 
Tứ giác OABC là hình bình hành 
(các cặp póc đối diện bảng nhau) F B 


nên ÓC. AB zÓC hd 


OD OA (ÓA và OlDlà hai 
veclế đói nhàu, vì theo tính chất của 


lục giác đếu bà điểm A, Ó. D thắng Ẹ € 
hàng và OA = OD) nến ÓD a 

Tương tự: D 

OE  b OP ÓC dd b Hình 7 

cũng do tứ giác OABC là hình bình hành nên BC AO NỈ. 2 


Tương tự: CD BO 
»CD b.DE BA d bEE OA  EA -OBR b. 

Từ ví dụ (1 3) là những bài toán chứng mình một đẳng thức vectơ, 
phương pháp chứng mình cũng giống phương pháp chứng mình nốt đẳng 
thức đại sở nến những bài toán thông thường là biến đồi về trái về vẻ phải 
hoặc ngược lại, hay biến đối lái về cũng băng một biểu thức thứ bà. Muôn 
8Á tốt loại toán này phái năm vững những Kiến thúc trọng tâm đã trình bày 
đầu §1. 

Ví dụ 4. Chứng mình rằng điệu kiên cẩn và đú để ba điểm phân biệt A, B,C 


thẳng hàng là các vectơ AB,AC: cùng nhương, nghĩa là tồn tại một sở thực 
ñ sao cho AC - nẠB. 

Giai. Nếu AB và AC cùng phương thì AB/AC › đường thăng AB trùng 
với đường thắng AC › A. B.C thắng hàng. 


Ngược lại nếu A, B, C thắng hàng thì AB và AC có giá là một đường thẳng 
nên nó cùng phương. Xây rủ hai trường hợp : 

' Man SOẠN Ề _—- ¬...- 
Nếu AB và ACcùng hướng thì AB | AB| Ị - : 
AC 
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- T8 : : AC 
Nếu AB và ACngược hướng nhau thì AB | AB |x ì nh 
ACl 


Suy ra luôn luôn tìm được số n sao cho AC - nAB. 


II. BÀI TẬP 


Ơi 


10. 
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Hãy xét xem có tồn tại hai vectơ a.b hoặc a,.b, tốn tại đồng thời hai bất 


đẳng thức : 


ä) | + BÌ < lđl vã lạ + BÌ-< || 


b) 


I= bị >lun| và lái ! bị| > bị. 


Cho hai vectơ khác không b và c. Chứng minh rằng : 
li lél<|6 ‹ éi < lb|: lel. 
Chứng mính răng hai vectơ bất kì a.bkhác Ú công tuyên khí và chỉ khi tốn tại 
các số m, n khong đóng thời bang Ö và thỏa mãn đăng thức: 
ma + nh 0, 
Cho ba veclơ a.b.c - khác veclơ Ú và đôi một không cộng Đhyến; Hãy tính 
tổng của chúng. nếu a 1b CỘng tuyến với vectơ €, vectơ bức cộng tuyển 


với Vectởơ q. 

Cho tứ giác ABCD. Chứng mình rằng tồn tại một điểm M sao cho 
MAILMBiMC:MD Ú. 

Cho các điểm A. B,C, D Điểm M và N là trung điểm cạnh AB và CD. 

Điểm O là trung điểm của đoạn thắng MN. Chứng mính với điểm § bât kì 

SA+SBLSCISD 4SƠ. 

Cho 4 điểm khác nhau A. B. C. D. Trên các đoạn thắng AC và BD theo thứ 

tự lấy các điểm M và N sao cho AM = AC, BN = 2BD. Chứng mình rằng 

MN ( 2)AB c2CD 

Cho 4 điểm khác nhau A. B. C, D Điểm MỤN lần lượt là trung điểm của 

đoạn thẳng BC và AD. Chứng mỉnh ràng nếu: 


MN TIAR LCD) thì AB//CD. 


Cho hình thang OABC. Điểm M,N lần lượt là trung điểm của OB và ÓC. 
Chứng Wrï rằng 


a) AM „O0 OA :b) BN „0C OB :c) MN (0C GB), 


Cho tam giác ABC, diểm M. N lần lượt là trung điểm cạnh AB, ÁC. Chứng 
mình răng : 


: TY, đa đ : 4+ 3-= 
a) AB €M BN : b) ÁC CM BN 
3 3 3 3 


13. 


14. 


16. 


18. 


19. 


20. 


21. 


“Na. 
c)¡ MN VN cCM 


` Sàn! TH 3 
Che hình thang VBCD (lC//AD) và tỉ số độ dài của 5 n. [li đường 
3 / 


chéo cặt nhất tại O. Phần tích vectơ AO theo các vectơ AD và AB 


„ Cho lục giác deu ABCDEE. Phản tích vectø BC và BD theo các vectơ 


AB AF 
OABC là hình tháng, AM là trung tuyển của tam giác ABC. Biểu điển vectơ 
AM theo các vectơ OA.OB.OC 


Tam giác ABC là tam piác đeu Khi và chỉ khi 


OA ¿OB ÓC 0(Ó là tâm đường tròn ngoại tiếp XABC). 


„Điều kiện cần và đụ de hai tạm giác ABC và A'BÍC' có cùng trọng tâm là 


AA'"LBBR' CC" 0, 

Trong tạm giác ABC, trên các cạnh AB. BC và CA theo thứ tự lấy các điểm 
AA, BBỊ CC 

AB BC AC 


Chững mình răng trong tăm của hài tam giác ABC và AIBỊC¡ trùng nhau. 


Ai. BỊ, ƠI sạo cho 


« Bốn điểm M.N.P. Q theo thứ từ năm trên các cạnh Ah, BC. OD, AD của 


: AM BN CP D : 
hình bình hành ABCD sao cho Q . Chứng minh răng 


: AB BC. CD DA 
MNPQ cũng là hình bình hành. 


Cho hài đường thắng a và b cất nhau, trên đường thắng ù lấy các điểm Ai. 


A3 Ay sao cho A+ năm giữa hài điểm A, và Aš, trên đường thẳng b lấy các 
AIiAa BỊB› 


điểm Bị, Bị, Bị: By năm giữa hài điểm Bị và Bị, sao cho ñ 
F A)Aa BạB:y 


Chứng mình răng trung điểm các đoạn thàng ArBi, AsBa, AB: thẳng hàng. 
Cho tạm giác ABC, trên các đường thắng BC, ÁC, AB theo thứ tự lấy các 
điểm M.N, P sao cho MB 3MC, NA 3CN, PA CPB- 0 

Cho hình bình hành ABCD. trên các đường thắng AD, AB theo thứ tự lấy 


Š I I ki 
cúc điểm E. E sao cho AD AI. AB : AI. Chứng mình : 


a) Ba điểm E, C, E thẳng hàng. 
b) Các tứ giác BDCI', DBE:C là hình bình hành. 
Gọi a, b là độ dài các cạnh lần lượt đối diện với đỉnh A, B của tam giác 


vuông ABC (C909), CD là đường cao của tam giác ấy. Chứng mình 
3 ¬ ` 


rằng CD ÿ ` CAI CB. 


2307 


3. 


24. 


28. 


Cho tam giác ABC vuông ở A. Người ta dựng ra phía ngoài tam giác các 
hình vuông ABDE và ACEG. Hai đường thắng DE và EG cät nhau tại K. 
Chứng mình : tk“ 

a)D, A, E thẳng hàng : b) Đường cao ANH của tam giác ABC đi qua K. 


„ Gọi a.b.e lấn lượt là do dài các cạnh BC. AC. AB của tam giác ABC. Các 


đoạn thắng AN, BM. CK là do dài ba đường phần giác của tàm giác ABC, 
Chứng mình rằng 


a(b 1 c)AN I b(a ¡ c)BM + c(a + b)CK -.Ö. 
Cho điểm O bất kì năm trong tam giác ABC. Chứng mình rằng : 

SABOCOA + SAAocOB ! SAAopOC = 0. 
Cho tầm giác ABC. Xét hai điểm P, Q sao cho AB © AC - ẤP +AQ, Tìm 
tập hợp điểm P khi Q di động trên tỉa Cx. 


LỠI GIẢI HOẶC HƯỚNG DẪN 


F. 
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a) Dựng một hình bình hành sao cho một đường chéo có độ dài nhỏ hơn do dài 
một cạnh. Điều này có thể làm được, chẳng hạn dựng hình thoi ABCD, 


A > 120” (h. Ba). 


Gọi AD a.AB b sÁC aib. ` c. 
— = E b 
Trong XABC. BÁC > 602. ÁCB > 609 n ¬ ã 
=> ABC < 609. văy AC < AB. ÁC < BC hay 
SN AC. T 
l t dị < lá[,La LbBl<l bị 
œ1] 
b) Dựng một hình bình hành sào cho một 
Ñ Huy ` : Két xui 8 E 
đường chéo có đọ dài lớn hơn độ dài của 
môi cạnh. Điều này đế dàng làm được, ẩì 
chẳng hạn. dựng hình bình hành ABCD 
A <90°(h. 8b). A B D 
Gọi ÀB .AD bị vÁC dị bị. ụ 
Rõ ràng B > 90 š› AC» AB, AC>BC, suy ra: Hình Ä 


li, ! bị| = |AI|- Jä + bụi > bị 


Trường hợp các vectơ áb không cùng „ 
phương dựng AABC. AB b.BC c LJ 
: bi T SỰ sẽ N 
(điều này luôn làm được do b và c z0 ` 
Nưk, — 
và a.b Không cùng phương). Vậy 8 ể 
ÁC = lwe HHình 9 


Thị bất đang thức tiêm giác ti có :ABR AC< AC< AB+BC 
nén ÍABI [NCI- 'ÁCL- (ABIL.AC 
hay Íhb Íc hờ € Ph + lể 


Truờng hợp b /‹ 


Dụng AB b.BCC củhíA, B. C thang hàng 


*bTf củ AB+BC AC nên AC Biể 

lAd Íh c¿ 0l)xa li |ểf: ÁC ti 

Từ I) và (2) suy rà bi c b: lẻ 

*+PEfJcm:lbl lj |Ad t› lšid -lAd (1) 
Từ 3) và CHÍ suy ra h‹ơl J|R lv 

Dodótaeóllbl- lẻ b+ el¬ |bỈ ý |el. 


4. Điều kien cần 
Gi xứ a và b là hàn vectở Khác Ú công Tuyến tÌỊ tòn tú đội số ứ và 
u =ữh,ức .ơđaym =l.n= ơ thì tạ có đẳng thức 
ma (nh Ú (Il) 
Điết kien du 
ii SỨ a và b là hài veetld khác Ô và thoa mãn đăng thức Í), ở đầy m.n 
: o N: "nự 
khíng đong thời bàng Ú, chàng hạn m £ Ö thì từ (Í) ta có : a “ b SUW 
mì 
ra ? và b cộng tuyen 
Thịo gia thiết ai © beong tuyen với ổ thị m được số m dụy nhất sào cho 


ủ ch mc (lì. 


Tiếng từ Với Vectd b + công tIyển VỚI Vectơ a ta cũng có bic nà 


, l . xo jŸ 
Doveetơ b và € không công tyen nên n Z Ö suy ra a B13 @ (%x 
n "n 
lÑ+ ƒ Âx 
Thú (3) vào (I0tancó: |fo TẾ | mì Š 
" n 
# sa ' 1 D l _ 
Do<, b Tà hài vectd Khong cong tuyển nên T1 0 và m 0. Su 
n "n 


tat= l1.mœ {, 


Thy vào CÍ) tạ có: ad cb t swatbre 


300 


Nếu gọi P, Q lần lượt là trung điểm của AD, BC vậy : 
MA :MD 3MP 
MB: MC_ 3MQ 
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MA MB : MC . MỤ 2/MP - MQ) 


Muốn MA ( MP cMC cMD Ú, 

thì MP MỘC 0:>Mlà trung diem của PỌ 
M là trung điểm cua :VB và N là trung điểm cua CŨ, nên tị có: 
OA LOB 20M 

ÓC LOD 20N (quy tắc hình bình hành) nẻn 


thuận tụi 


OA LOB ¡ ÓC ¡ OD 2(OM (ON) kiệt 
Mà: OM LOÓN 0(do Olà trung điểm của MN) la 
Vậy OA ©OB+OC cOD Ú v/v“ : J7 
Ta lạicó OA OS: SA 

OB OS:SB ‡ 


+ ÓC. 054% 


Hình !Ị 


OD OS:SD — 
OA LOBRLOC(COD 1ÓS SA (SBSC (CS Ô B 


ctg &ưểt _ LC'f - _- | la h X 
AI JÊU Xx >AM=2AC, BN=2BD Ạ 'W-g —==)E 

Vậy AM =2AC. BN - 7B Š / 

MN ND DCCCM 0 \ / 
>MN DN (CD :MC \|/ 

MN ( IBD:CD:( Z)ÁC (D D 

MN ¡ NR! BA LAM 0 sMN BNIABILMA Mini T3 

MN 2B ( AB c2AC GI 

'Từ() và (2) suyra AC BD AB CD Cải 

Theo(H)tacó: XIN  2VÁC BD)ICUD 8 1¬ 

Thấy (3) vào (4) tá cá: MN  - 2)AB c2CD , ị Ị \ 

VMN MC¡ICD :DN / ó 
MN MH:BA.LAN — — SN ng 
2MN [MC ( MH) : (BA (CD) ‹ (ĐN CAN) Hình Là 


Vì M Ei trung điểm của BC và N là trung điểm của AD, nên MC:MBR 0 


3A: CD 
và DN LAN - 0Ú. #uy ra MN BH LXỊ 
Lời |BA GD 
Vay [MN ` 3 l& 
: | ;ÍBA + CDỈ - AB LCD 
AB+CD 
Néu MN Ị : 


Điều này xay ra Khí và chỉ khí B Yvä CD cùng hướng. Vậy AB//CD 


I 
9. a)Ð AM „iAOo - AB) tdạúy tác hình bình hành) 


AB OB OA lú Ậ : 
b) À tqUY títc lim" piic) NI 
: !I_:; ØBR GÀ 
Vảy AM ÓA : : Lx 
3 3 
AM OB OA € N D 
= dHnh t4 


bị BN ' (BƠ BC) 


TỶ : : 
BC ÓC OB ` š 


cìMN- _BC ›MN '(0C OB). 


t2 — 


IÚ. Đá AB x. AC ÿNN 7 
Vậy BC 3z (do MN là dưỡng trung bình của VABC). 
Ấp dụng quy tác tạm giác la có AC AB BC 
hay ý N 2z (l) 
Áp dụng quy tấc hình bình hành tà có : 
CA LCH: 2CM 
BẢ BC JBN 


hủy ý 22 2CM 2) 
x+22 2BN (3) 
Ủ Ñ% 5y Hình 1Š 
Từ (1), ),(Ã) t8 có: ) ý 22 2CM 3 (đpem), 
|i32 3BN 


ÓC BC OA I 


1Ì. VBOC- XÓA 3 "3 
öA  AD QCIOA lin 


13, 


| 
DoOc ÁC > AO + OC = ÁC nên Kết _ > ÓA AC 
AC Il+n lin 


Do AO và ÁC là hai veetơ cùng hướng nên B C 
Tà TS 


AO AC 
l:n / k ` 
BC cùng hướng AD và BC =nAD * si” TÀN 
cùng hướng Al và =n/ 
⁄ sa KÝ G 


nên BC =nAD D 
Tà lại có: Hinh Tô 


ÁC AB+ BC › AO L LẠC; BỔ) 
th 


: I $ . 
Vậy ta có AO _ (AB + nAD). 
LH 


AB+AF - AO (O là tâm lục giác đều) (do 
EFABO là hình bình hành (tính chất lục giác 
dẻu). Ta còn có: AE BO 

Cũng do tính chất lục giác đếu tứ giác ABCO 


là hình bình hành nền BC. AO HHum 

Vậy BƠ. AB+AF 

Tương tự tứ giác BCDO là hình bình hành nén BD BOI BC. Do dó 
BD AFLABIAE ABL2AE, 

Đề dàng chứng mình được ABDC là hình bình hành nén 


AM '(Añ LÁC) 


AB -OB- OA 
AC -ÓC. OA. Suy rà 


. | * . . * 
AM „(0B OA LÓC. OA) 


THành ĐA 


I . 5 ` 
Ÿ uy 

giÚ000 LOC, 3ÖÓA): 

14. G là trọng :âm của AABC thì GA + GR+GC - 0, vì AABC đều nên 

G— Ó (tầm đường tròn ngoại tiếp tam giác) nên tà có: 

OA+OBILOC Ô 

Ngược lại trong một tạm piíc có OA :OBLOC 0 thi Olà trọng tàm củi 

XABC mà Ö là tâm của đường trồn ngoại tiếp XABC nên suy ra. VABC đếu. 


15. Giả sử G là trọng tầm chung của hai tạm giác ABC và A'BC thì tà có : 


t9 


GÀ + GB + GC = 0 xš GA'r A'A OGBÍ: BIB+GC'l CC 


š CẢP + GB! tGŒC”‹ A'A tPB bCTUC ÐÔ :A^A+BÍR+ClC 0 
ú 


Ngược lại khi có TA CB 'BLCCTC 0 ta sẽ chứng mình hai tam piác 
ABC và ABC có củng trọng tạm. Thật vậy giá sử G là trọng tâm của 


\A'BRŒ thì GA'(GB'(CGC" Ú 
» GÀ 1 AA' GB BB'IGC CC - 0 
»ÄA'i BBÌ+ CC + GÀ GB. GC Ú 
ú 
>GÁiGBIGC Ú 
Vậy G cũng là trọng tâm của tạm giác Á ABC (đpem). 
16. Giá sử đặt AB -a.ÁC -b. nếu AM là một trung tuyển của XABC thì 


° * - — 5 — 
AM vú bJ, Gọi G là trong tầm của VABC thì AG - “AM, vậy 
2 : B 
DI 40, 2P ote” l>#? j 
AO (a ! bì. (¡ + b) (1) 
3 ì ì ä 
A M 
Đặt lề. mì 
— AB 
AC ( m)b_ mã A § C 
Aili Œ m)n cm(b a) Hình 19 


Gia sử AIMI là một dường trung tuyến của XÃABỊCI 


h | P 8 8ú 
AIMi 1N m)b mã) :((Ú  mộa (: m(b a))| 


uất : 
(b!+(l  3m)a) 
3 
Giả sử Œ là trong tầm cựa VALB,C) 
„ 5 : I È 
> AIG" \HẴ nén AC” (b + (1 - 3m}a), 


Ỷ 


Ninh S0 


Tĩnh vecig AG', AG“ AAI kAiG' 
. * I * . I . . 
ÁG' - mat íP ¡ (I 3m)a] „8 + b) (2). So sánh (l) và (2) suy ra 


AG -AG'«»G - G'(dpem) 


, AM h ì B N 2 
17. Giả sử + m,tucó AMZ/AB P 
AB 
tiền AM mABR. BN mBC M 
=uey ` _ Q D 
MB - (l- m)Ah 
Hinh 31 


I8. 


19. 


3H 


Tacó: MN MB BN ( m)AB : mBC Ụ 
Tương tự nh Vậy ta có : 
PC mDC.QD mAD.DP (1 m)DC 

và QP (l m)DC : mAD (3) 
Do ABCD là hình bình hành ‹› AD — BC.AB ĐC: tài 

Từ (1), O1, (3) tà có : MN — QP< » MNPQ là hình bình hành 
HỆ »ịt =m +» AILAs =mAaAy 
B,B› = mB›B¿ : 
Do Ai. A+. Ấy cùng thuộc đường tháng a 
và A3 nằm giữa hai điểm Ai và Aš nên hai 
VỨC IỚAJA+s và A»A N cũng hướng nên 


AIA2 -m A3Ay., Tương tự: 


BỊB: mB¿Bị Hình 33 
Gọi Mỹ. Mã, ME theo thứ tự là trung điểm của đoạn thắng AIBI, AvB›, AvBy 
- AIAs —_ AsAi: BaB 
tủ có MỊM3s Ị m = (l) 
“ 3 3 
"`." 
MMN SG Œ) 
= 3 
So sánh (1) và (2) tà có MỊM mM¿My 
Vậy bà điểm, Mỹ Ms.M: thẳng hàng. 
a3 ĐÀ: PB Ú0-:PHà trung điểm của AB. 
Gọi AB a.ÁC b n 
Tacó PM PB: BC CM Bê cỏ 
` ————-—= 
PB B C M 
2 Minh 3Ÿ 
BC bú 
Đề đàng chứng mình được BC 27CM mà BC. 2CM 
xu lộ : `... `... 
Vay CM Dodó PM ¡ b bú 


21. 


VN “AC tế đăng chưng mình được diều Hày) 
i 
b ì Ấn 
AN b PX b (3 
! Ù k2 


b) So sinh C11 và (2ì PM 3PN ¿»hái vecty PM và PN công tuyển > 


bà điểm P.N, M tháng hàng 


.ấ HC ÁC AI 


AlD+LÃAB ‹a 
3A 2ã 


AC 
AF 


b(gnx tác hình bình hành) 


| 
(do AID AE()), 
Mậy hŒ -+ b 2a bú 
CE CH: BÍ: (quà tác bại điểm] 


CC  AD ñ 


NỞ số Ï 
BE AB b(doöAB AE) 


CE 
CE và D.B.E không thắng hàng 


>E,€, E thắng hàng. 


Vậy CT: b .Từ(1).Đ) xHY rủ C 

bị DH b a@) Từ(Divà(3) z DB 
> DBEC là hình bình hành. 

Cũng chứng mình tương từ tà có DBCE là hình bình hành. 


CHỦ BDb CB È 
CB = BD.BA ›BD › : 
BA BA BAT 
: h 
BỊ) k: "- Ti 
BA E t3 
mà BA CA. CH 
CD CHIBĐ CH¡ 
NC 4 
3 3 ‹ \ 
NI 
22.0) Đặt AC - b.AH 
8B { 
m. 
AC È 
: - l 
Tuco AOG XB € K G E 
Hì "ì 


Ninh 25 


23. 


24. 


xẤP ACLAG be “__ 
m 
(quy tác hình bình hành) 
AE mÁC mb > AD AIE:AB c7 mb (3) 
Từ (€1) và () suy ra 
AD m.AIf<š hai veectd AD va AlFcone tuyển suy ra bà điểm VD. E 


thắng hàng. 
n 


à b 
b) Đề dàng chứng mình được CTII v CB(a BC) 


Muôn chứng mỉnh đường cao ATT đi qua K ta chứng mình bà điểm \, H,K 


thẳng hàng. Thật vảy : 
Không khó khăn làm ta chứng mình được 


: 
e : b~ 


NÑU ạ PP ý 4É : 
bˆ sể b + ANH nAKin 
, € b 
AK br c| 
ch LÊ, 


suy ra điều phải chứng mình 


NB | aP PS : % h nể 
(tính chất của đường phản giác ) 
NC b 
NB : h › : ; : 
› ˆ xÑW 5“  ,* WẾ 
BÉ bic h€c bịc 
; | : : : 
ANÑ-.” ABs “ AC 
ct!tb c! 
TươngtựBM _ Ủ BA: T BC 
q JŒ HC 
s.. q s B- se¿ 
ŒK CA + Cũ 
acb a ch 


Từ đó suy ra. a(GC ( BAN abAB ( aeAC 
b(a : c)BM bàBA ¡ beBC 


cíii + b)CK cCÁ + bcCH 
Cộng vẻ với vẻ bạ đăng thức trên : 


a(b 1 c)AN bí ¡ c)BM ưa 1 b)CK 


bịc 
) si 
LG. 
AB) 
Ä 
# ⁄ | Ñ Ñ 
1 lon 
&. dời: Kia 
“ » 
“ 
g—~T~N”— 
LỂT LIÊN 


zÍäb(AB + BÀ) tac(ÁC + CÀ) rbé(CH BO)Ì Ó 


` Ú Ú ũ 
Gọi A' là giao điểm của AO và BC 


Gọi Bị, C¡ là chân đường vuông góc lân lượt hà từ B, C xuống dườn: tháng 


Ao, AB, BBỊ EB.xOA SvAoh 
A'€ CC CỔ(xÖÒA S5xAoc 


S ` 
ĐA) vAot GIỂ ¡ VAOB 
SYXOR ° S\XO( SNVAOB * S\AOC 
Mt khác gọi Ấy 


ÓC tì 


©¡ là chân đường vuong póc làn lượt hạ từ &, Ở xuống 


h( O@AÁT OÓI  OOI - BC S\oc 
1C: 
\ÂTC AAI AAI-BC Su 
sA S\HOC 
OA S\YHBAC Š3\HÓC 
, S ` h 
Từ đỏ xuy ra: OA' F VẬN OA (3) 
SNBAC  SAHOC 
Fù 0Ú). (3) suy ra 
bì ` B) * ä S b 
WOC ĐA. XAOC OB VAOB OC Từ 
SVARC SNHÓC SNAOR £ ŸVAOC SAAOB Ô SAAOC 


đồ: SAnocOA + 5xxoecOB + 5aAopOC 0 
Đó là địcra. 


25, Gọi T là trung điểm của cạnh BC: AR+AC 2AI 
Gọi T Tà trung điểm của đoạn thang PỌ : \P¿ AQ 2AJ 
Theo giá thiết VR: VC \P :.ẺQ, tị suy ra :AI AI > II rhng VỚI J: 
nói cích Khác hai doạn tháng PỘ. BC cất nhậu ở trung điểm của môi đoạn 
thắng; điệu đó chứng tỏ từ piác BPCQ là hình bình hành, cọ BP và từ 
đó suy ra TP IQ Khí Q vạch ra tia Cx thì tập hợp các điểm P là tia By 


ảnh của tia CN trong phép doi xứng tầm, với T là tạm đổi xứng. 


$2. TÍCH VÔ HƯỚNG CỦA HAI VECTƠ 


L KIẾN THỨC CẨN NHÓ 


r _—a.. —— — 


\ : ; ø „n0 
L. Tỉ số lượng phác của mọt póc bắt Kì tr” đến S0) 
an Nx ớ vua sẻ 
Với mọi nóc ứ (0 tự INU 1 ứng với một 
.— 
cung AM, điểm VCT, Ö) là điểm đầu, tạ luon 


Xúc định được điểm cối MS: v2 sao cho sử 
— 

\XMứư 

Khi đó bcco : 


*xin¿ <VC OK) Với x - ÐIhi tand= 


> 
Af1:0) % 


®coXŒự =XC OIHLE) Với z Ú thí cotg = Hình 2Ä 


3. Đối với 2 góc bù nhau (ứ và IR0” ơ) ta có 
sinơ = sin(I§0” ứ) tan¿ = tạn(IRO” ơ) 
h › 
cosg= cos(|§Ú” ứ) colz= cot(I§0” ơ) 
3. Tỉ số lượng giác của một số póc đặc biết 
Góc | U' 3U 45 6U 90 20" lãã' | lã0U' | 110 
2H PỂS—. ñ ' — | | 
| | 3 J3 2 | 
xin Ụ : Ị sa s— | | ì 
2 71 ) 3 2 2 | 3 ( 
/3 | Ï i6) dã | 
cú | Í b Ụ xo ly LÔ Ị 
Ẳ | 2 Ej 2 3 LẠ 
| Hạ | 3 ị 
và Fs FS và 
tun Ụ . I | và | | ~ l3 I Thôn 
3 ì | 
Í | | | 
J3 J3 Ị 
cot | ki lÌ| lHỈ., th" | w S Ị # | | 
| 3 3 
| 3 : | | 
4. Góc của hai vectơ là góc tạo bởi hài vectơ bằng hai vectơ đã sho 'ẽ 
tại một điểm bất kì trone mặt phẳng. 
Góc của hai vectơ a và b Kí hiệu là (a.b) 


5 xe - ù & ví ¿Z Ê 5 Re từ x 
Nếu (a.b) = 90” ta nói a vưone góc với bvà viết a | b 


5, Tícl, vỏ hướng của han vectơ 
a) Tích võ hướng của hai veCtd a và b là mọt số kí hiệu là ¿.b 


được xác định bởi công thức àb =lal.Ibleos(a,b) 


3 


b) Bình phương võ hướng » =la 
€) Các tính chất của tích vo hướng 
Với mọi vectơ a.b.e và mọi số thực Ñ. ta có : 
“à,b =b.u tính giao hoàn) 

*(ka).b =k(ib) 

“a(btc) an bác tính phần phối). 

4. Tích võ hướng và cóng thức chiếu 

ABAC — A'BR'CDCAR làn lượt là hình chiếu của A. B trên giý của CŨ 


3. Các hàng thức vẻ tích vò hướng 


cm 3Ã sa 3) ` : 
(a tr)” -Ja[“ !t|bị†  c%đb 
(a bì 1a Ẻ LIBỊ 2a,h 
(a+b)(a-b) |al (bhỆ 


2I§ 


6. Ap dụng 
® Tấp hợp điểm M sao cho MA" + MBE = K” (trong đó độ dài AB = 2ú, KẾ 
khong đói. AB có định) 


Là đường tròn tàm O (Ô là trung điểm của AB) và bán Kính 


lk” 3ù 


Ũ 


nêu k Sụ” > 


Là điểm Ó, nêu kÝ=24” 
Là tập ròng, nêu kỶ<3u” 
® Tập hợp các điểm M sao cho OMOA k” trong đó OA cố dịnh. 
OA=a.k” khong đói) là đường thăng vuông góc với ÔA tại HÍ sao cho 
= 


a 


©JÍ 


* Tập hợp các điểm M sao cho MA” M BỶ =K (trone đó AB cố dinh. 


lục M. ` ` ả ` 4 _ ˆ 
2VB= 2á, K” Không đối) là dường thắng vuông sóc với OB tại H sao 


cho OI , (Ô là trung điểm của AB). 
a 


Ví dụ T. Cho tạm giác ABC và bà điểm AB. C lần lượt nằm trên các 
đường thàng BC, CA, AB và khong trùng với các điểm A. B, C. Chứng 
mình ràng điều kiến cần và đủ để bà điểm AT B, C thắng hàng là 
A'B PC CA 
A'C B!A, €“B 


(Định lí Menalauts). 


: HT NẺ V'B BC ClA 
Giải. A', B', C° thẳng hàng > Ô ” TU hết q 
A'C B'A CB 


Thật vay tù B kẻ BR/A"B'(BẺ‹c AC), tạ có: 


A'BR B'BR" A 
ÁUŒ TIB%Œ, k 
nH lh / X 
BỆ BC / 0 
BA BA z7 xế 


CA BA 
C3 BB" 
Nen AR BC CÁ BUBC BA | c 
A'C BA C— BC B'IẨB'R" Hình 39 
A'B BC CA 
A'C BA C18 


xế F—ả — § 


Ngược lại L >A.B.C thẳng hàng. 
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Giả sử AB cất ÁC tại C theo chứng mình trên tạ có : 
Ñ°B! BC CÁ 
Ñ'*€Œ' BÀ C”W 
và căn cứ vào gia thiết thì ta có Ki ch gếnh. 
"»B €ẤDŨ 
Do đó bạ điểm AT, BC! thang hàng. 


Ví đụ 2. Cho hài vectơ a.b khác Ô. Chứng mình ràng : 


a) ah |(L ‹ b) q BỊ ): bì th |( : bị (ta b) | 
2 4 


3 “3 


“ `... š b s. 

Giải. a) Ta biết (d ( bị TC a thổ t2äb 
le, se) Kì = I, ø 'ộ v P-) -i3 shờ 
nên „le t:b)” -lq” lbị | Nhu thế + 245 - lä|“ — |bị |=u.b 


IỆ ...3 ả vũ II. s. vuả5 Đì h 
B) |](AIBỊ tả l7 | ý + f5 TC 
$ j 


côn b|=-dcb 


Ví đụ 3. Chứng mình rang nếu một tam giác có hài đường trung tuyến bằng 


nhau thì tam giác đó là một tam gi: 
Giải. Giả sử XABC có hai trung tuyển BM = CN, tì phải chứng mình VABC 
cân. 


A 
Thậtvậy 2CN (CA CB) Ầ 
2BM (BA - BC) / 


3 NẺ 


nên 4CN” (CA: CHỊ” 
„`: 
` 
B ( 
HHỉnh Ÿ() 


vì : `. 
BM (BA - BC)” 


Đodđó (CA ¡ CHÌ” (BA ¡ RỢ” 
ở sẽ xế b., 2 X 2n 
› CÁ” Ð CR” (2CACCH: BA + BC” 1 2BA.BC 
BC ÁC AB nến BARC BA(AC AB) BAAC AB 


ŒCB AB ÁC nên CACHR CA(AB ÁC)- CA.ABILAC- 
3 3 ¬ h 


nên CÁ” (CH: (2CACH L2AC” BÀ LBCC (2BABC (2AD” 
Do CA.AB CÁC BÀI ACBA 

Ta có 3AC 3A” > ÁC AB, Vậy VABC cân đỉnh A. 

Ví dụ 3. Cho tạm giác vuông cần BC ( A— IV), trên cạnh AB lây điểm D, 
trên tra đối của ta ÁC Tẩy điểm E sao cho AD = AE. Chứng mình rang CD 
vuông góc với BE. 


KnU 


VÀ V2 ;á3 AD \ 

(7w. Cita sự mì thì m 
AB \C 

\D mAB.AE  mÁC 


CC ÁC AD AC mAH 
DCEB (AC mABIKAR + mÁC) 


3 


AC.AB' mÁCC mABR" m°ARAC Hình *I 


ñ hi đc) 
Do AB L ÁC nen AB.AC 0 và ÁC = AB nén ÁC mAB— nến 


DCER 0 >DC LEB 

Ví du Š. Cho tạm giác VBC vuong ở. đường cao AT Gọi Tý và DD theo thú 
tự là trung điểm của XH và BH: Chứng mình ràng CE và AD vuông póc với 
nhị 


Giái. Đặt AB=c. AB CCH AB ÁC 
AC=b.AC -b ch 

€1 b b 
CC ứ? bế té 


nên CH „ÉV h) 
blr de€ 


. | . * 
C†: = (CA + CH) 


3 M 3 tà 
| lì , I h" Ÿh7 :c 
bà , tr Đì € b 
s š Ũ » › › 
° bì € b ‹ l" q' 
: › » 
3 : và ® h : h~ D €7 2 
ẤM - ACwCH b' Q7 u16 bị A@.....7... 
h- Œ br Lt h- ! e" 
mm... lÍ b ST cụ Nai 
AD (AHLAR, Í `" J4... 
¬ " k¿ } Ku 
3 b h | LUÊế cau Ị 
3 M ` 
li. su. € : 
3 2 N9 vb 
“( BẾ tế" h ‹ 
LÍ b Ob° te) 2 he 
in 2b“ tc h 
ADCE | 1`... .ẽ.... 
bí(c (bù tc ) 
Ƒ , v3 
2b !¡c | ;- Dh eˆ" 3 | 
lo b | 
3 › , 3 
h ‡ c b | ` 


Do AB L AC nén be Ú. Vậy 
ADCL he \b ch) bĩéc (Sb |) ạ 


Đo đó AD L Chay AD ( CD 


II, BÀI TẬP 


1. Cho hai vectơ tùy ý a và b trong mặt phẳng, Người ta quay hai vectØ này một 
góc 90` theo cùng mọt chiếu quay trong mặt phăng và theo thứ tr nhân vlược hai 


vectơ a'.b", Chứng mình rang b ` bat 0Ú, 


2. Tính độ dài đường chéo ÁC của hình thối ABCD biết độ dài cạnh bang T và 
góc BAD bằng 30”. 
3. Tính póc của hài veclơ ä và b biết rũng lai = lbl z 0 và veclơ 
P a 2b, q 5a 4b vuông góc với nhau. 
: . : : _- ì la 7š › 
4. Xác định góc của hài vecơ cc đạib và d lu ‡ PA tiểu 


#'6IVUE (ấy 

$. Cho tam giác với toa đọ của các đính là ÁCH: 1), BC 4: 3), C2; 2). Tính độ 
đài đường trung tryen AN 

Š. Cho hai veelơ a và b khác Úvà à:b| là BỊ, chứng mình tăng hai 
Vectơ ách vuông póc với nhậu, 

7. BiếLrăng lái IL|E 233vàalà BỊ 30. Tính läv B. 

8. Veclơ at 3b VUÔHĐ ĐÓC VỚI VeCt0 ?a 5h. vectd a db ViOn# góc Với 
vectd 7a 2b, Tính óc chủ hịH VectO a và b 

9. Chobavectơ a.b.e thôamandiểukienae be 0.Tihabl be ¡ cá 

1U. Cho A3: 2). BS: Lì, VI 3), Tĩnh dộ dài đường chéo hình bình hành ABC. 

II. Cho điểm B(2; 19) CC 1: 29) M(I: L), Tỉnh khoảng cách từ điểm M đến 


trung điểm của đoàn thang BC và Khoảng cách từ M đến điểm N trên đoạn 
l 


ì 


thắng BC với ÏBN ; !RC 


12. Cho AB. BE, CT: là bà trung tuyen của tạm giác ABC, Chứng mình ràng 
ADBC + BÉCA c CCÁI c0 

(3. Cho T là trung điểm của đoạn thành AB. Chứng mình rằng ta luôn có 
PXPR PHỦ AI (PHì dem bắt kì) 

14, Cho tần giác cân ABC AB = XC¡, AT Hà đường cao. Từ H Kẻ HH) vuong nóc 
với ÁC và M là trung điểm của ED Chứng mình răng AM vuong góc với BÙ), 


¬3 


18. 


19. 


Chó tự siác ABCD. Chứng mình rằng : 
ä) ARDC ó RCDA cCADB 0 
bị lšo đường cao cửa tạm piác đồng quy tại mọt điểm 


1o dịi các cạnh của bún piác (VBC thoa mãn he thức BC + AC =SAB:, Chứng 


mình rắng các trung tuyen AM và BN vuong sóc với nhĩ 


+ Giỏi G là rong tạm của Bún giác ABC với do dài các cạnh là ạ, b. c. Chứng 


min rang: GA” +GB + GC = Ác. + + cj 
3 


Gói da, b,c là đó dài cạnh lần lượt đối diện với các đính A. B, C của tạm giác ABC: 
% 3 › E 
TL Ẫ WM# 6 & cos\  coslB  coyC 
ä) Chứng mình ràng ' ( 
Si đ b € 
bị Chứng mình rìng điểm N năm trên tra phần giác khi và chỉ khi 
đAB AC 
ẠN| àb 
€ b 
€) Göi 2A là trung điểm của cạnh BC, chứng mình răng À' năm trên tỉa phần 
giác của nóc Ấ khi và chỉ khihb - c 
Cho hình vuong VBCD có do dài cạnh bằng T, M là trung điểm cạnh AB, 


tren đường chéo AC lây điểm N sao cho AN mi AC. 
a0) Chứng mình răng DDN vuông góc với MN. 
b) Tình tong DN.NC š MNLCB, 


€) Cho Ý bất Kì trên cảnh BC, chứng mình ràng NY.AB Không phụ thuốc 
vào vị trí của điểm Ý 


II. HƯỚNG ĐẪN GIẢI 


Gói ý "là veetơ nhận được Kbi qiav mọi sóc 1Ó” (lì. 33), vậy ta có 
(B0) thhah) TRUP” (.b) ú) 


ah lf|Bleutqah lát|bleeseih) 


bái bÌ.li'Ícos( bai") d|Bleos¿ hai") 
Tù LÍ) ta có cos( b ự) cos(ir.b") 
Do đó tbh bại Ú a B 
AC ABRAD tquy tạc hình bình hành) Ninh 33 
3 : sổ 3 sẽ ất c8 
\C 2B ‹ ADI AB :AD :23AB.AD (1) 


t9 
t2 


r 


334 


Theo giá thiết ÍAR LADL 1 và 


BAD 302 nên ARAD 


Ạ 


Hình $< 


Từ (lì ta có lAC ¡7x3 nen AC J5 ‹ 3 

Do p L d nen pđỤ Gí © 2b)(Sr 4h) Ú 

(4+ 2b(ð4 dhị 5/á cổnh R[hỊT Ô 

“Ea lại có lá — "bí (gia thiệD nén 6 NM cos(i.h) 3ldlFƑ 0 


ve | \ À 
cos(iI.lb) „; do đó (ch) 60”. 


Tọa do của hai vectlơ € và d là: 


c=(4+l:4+#3I=( 3:7) y le = 5Ñ 


`. & 3U l 
EOBUH)  ˆ .ù T tr, 

(C||di V5W.v39 v2 
Vậy (cd) Mề”. 


Giả sử Õ là nóc tọa đó. Khí đá OB— (4:3) và ÓC GÓI, Neú Nià trune 


-á OB ÓC 
điểm của B. C thị ti có ON ¿ (ví dụ |.§1) 
Ỹ +rf£3 c2 Š 3ì 
ØN k_ | # NỊ Í; | 
3 3 BẦU \ 2 
Ị ' 
I — Š 
\N \ c8 vỀt d 
ị ` ` 
n F s xã 
Do ¡ ¡ bị lí bÌ.nẻn ä-b `. 
lũ Mịb li lÍ” sứ&a tế Äh 0<»aib 
lĩ „1 lWậ ú ` .a§ 


Thủy lí IIB 23#ncn dd B6 30 ' q‹h =90U. 


Nếu hi vectơ vưong póc thị tịch võ hương của chúng bằng Ú, nh ta cô 
h ' Š papP 
(13hbjal Shỳ Ú +72 clbib Th Ñ) (Ì) 
3 


( dbla 2b) Ô 7á” 301B: BÚ t2) 


Ụ. 


10. 


12. 


Etu vẻ với vẻ cát Hài đang thức C11 và (3) tạ có: 


dnjb TA tú sữh 


Thấy kết giá này vào CJ) tì nhàn được lai Thí 


3 


ánh cà bcosti.b). từ ket qua dh và lạ b 
" 

AM . l ; ") 
lá có coxGi.b) >(a.b) 6Ú 

3 
n 6m cử Ti sả 8 gà GÀ Sun VY Lợi VY xế 
Erdane thúc tố © b ‹ c) ä tÍb| ¡ tể” + 2(.b + bể ở cá) với điệu Kiến 
ñ iú OvàkfU Th ( Itacóiab + bé t cái 


3 
Néu AÁ, BC và DÐ là bón đính của hình bình hành ABCD thì 
AC ABR:AD Vũ \C (Ú: Š) nên AC = §. 

Gia sử © là pọc tọa đo, điểm Ñ năm tren đoạn BC và BNI: BC —n thì ta 
có ÔN nÓC :(l n)O, Nhú vậy tọa độ của điểm N có thế biếu điện quá 


tọa độ cưa điểm B(xiy vụ) và toa đo của điểm (Xe ve): NNG+(Í n)Xg: 


ñnyc + (Í — nJyw). Neụ N là trung điểm của BC thị n 1A đã biết tọa độ 


của điểm B và € suy tà tọa độ củi điểm N.NC T: Š), 
3 


N. Đa = 
Vậy [MINÏ vVfa‹M ố:rc | Sỹ 3v 10 


_n , lu h (š 
Hong trường hợp — dữ MNC VÌ (03/17 v5 


ì 


* | . . ` 
Do ATD là trung tuyen cai VABC nén AD „(AB ÁC), Tương tự ta có 


BE "BÀ BƠI: CE (CA ©CH) 
Vậy ADLRC + BECA - CCAR 


I Ề ï #2 ‹} ` : . “ ? : 
„(AB LÁC).BC ¿ (BA : BCY-CA + „(CA cCB).:VXB 


(AN.BC + ABCB ¡ AC.BC ( BCCA +! BẢ.CA tABRCA) -0, 
ll) ú Ụ 


kJ'<& 


+ Do [ là trung điểm của AB, nên PALPB 2P 


M 


y(PALPB)Ổ PÙ yPATO(PBỔ(2PAPBR PP 


14. 


bỏ * l n 
sua 4P (PAT PB di 
PA.PB "Si Ì mà: PA? + PB? -3pI2, Ê! 
XBỶ í 
R kJ 
__ MH PB ` l 
suyru  PA.PB : - 
1 mở 
PA.PB PỈ ĐẺ AI A 


4 
Do M là trung điểm của HD nén: 


AM VUAI AD) 


BD BI : HH) 


- . 1 * * * . 
AM.BD „(An cẤAD (BH + HD) 


= H7 
'IAIB ˆAIELHD + AD.BH ‹ AD.HD) ah 3 
x lÙ Hj 

"Mà AHIHD  TAII.FIIDIeosAHD - HDỂ 


ra 


16. 


2326 


ADBH AD.IHC | ADI.|HC|eosACH ADDC 

Trong tạm giác vuong AITIC, HD là đường cao thuộc cạnh huyện. rên HD” 
=AD.DC. Nên AILIID v AD.BH 0 
Đo đó AM.BD 0 > AM ' BD, 
a) AB.DC ¡ BCDA LCA,DB 

AB.(DB ¡ BC) ý BC(DB ‹ BÀ) Ý CA.DB 

AB.DB : ABR.BC ¡ BC.BA ( BC,DB ‹ CA.DB 

W) 
DB(AB + BC (CA) D80 0 
ũŨ 
b) Giả sử có XABC, hà các đường cao AM và BN gặp nhậu tai FÍ. Eà có tử 
giác HILACB. Ấp dụng ket quả phần (0) vào tứ giác này ta có : 
HA.BC ô ACBH ¡ CHBRẢ Ú 

Do HA ¡ BC nến HA BC Ô, tượng tự AC.BH- 0 suy m CLBA Ô 

>CH I BA hay CHÍ Ô BA. vậy CHÍ là đường cao của VABC hay bà dường 
tắc đóng quy tại một diễm. 
Đặt CB aCÁ BỀN nAM mà tacó: 


cao c1 tìm 


BN CN CH lá B. 


17. 


18. 


I h . 
tương tự tà có: AM h ä hay 
5i 1 


⁄ N 
| } & _—``M 
"nu 5.m h ¡ ˆ=== ba 
` z N Đà 
là Su lỆ s3 si 3 "ở 
1" Hà b „(RM” 4' [BỊ } (1) tình ‡a 
TT. í % sốc quyế - SỔ = , - 
Nều AB chỉ c b a ;ic” dÍˆ + lbÌ 3đb. kết hợp với (l) ti có: 


mạ 0 >m (í nhấy XMCBN 
Tucó: GA © G tGC Ú 


Thị 2 sở Bế 
GA +Gl3 +GC +3GAGB +2 


Ta hủ vớ : 


GC + 2GBGC 0 


* + Ũ ‹ sŠ tơ E80. => +) 
GA GH BA c GA" + GB 2GAGB c 

: h : § s3 bu) n " 3 
G GA AC b ›GC #@GAÁC 7GGGA 6 

% . : Ề 3 Kx. `. bu 
Gồ GC CB. a GB +GC_ - 2GBGC -a 


x3 V2 E) — ———= — 
3(GAÁ  ĐGB +GC ) - 2(GAGB +GCŒGA + GB.GC) 


B 


3Ä... . sổ 
Web gể ' 
í 
2` sỡ "NA... 
Kết hợp với (1) ta có GA +GB +ÓC) a +b 
_ = hỦ bể 
tiến GA ƠẾ xŒC TC Ô !P cử 
hủ 


a) Ta có: AB: BI CA 0 >(ABIBCI CA) =0 


c3 ABT + BC + CÁ” ¡ 2ABBC ( 2ZABCA (2BCCA - Ú 


+ ) 3 - 
canh 0b Le“ 2cacosBH ¡ 2?cbcosA ¡ 2a.bcosC 


chỉa cả hại về cho 2abe được điều phải chứng mình. 

hb) Giá sử ẤN là tia phần piác của góc BAC,Mc Ax nên BAM - MÁC mà 
NHƯẤM: ` cosCAM GÀ. 

|ABi.LAMI lAcl.AM| 
ABAM — ACAM - ABAM ACAM 

lApilAMI lAglAMl ” lap  lA€ 
AB AC Ì [AB / 

lAnl lacl 


C0S BAM 


=0 


SUY ta 


s3 AMÍ 


) 
bÒ 
„ 
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; AB: AC 
€) Do A là trưng điểm cứa cạnh BC nen AA" , 


: :(AB AC 
0<3(ABr AOI| ƒ % | o 
\ € Ù 


AB AC) 
Œ b j 


Nếu A'c Ax<>AA' 


` A LABAC AHAC¡ AC 

e€ h 
€>(€- BỊ(ÍÚ cosAyzUviAz0U š cosAz0 
“>cœ b=0sz»c=b: Vậy A' CAxcÿ;c=b 
)ÁC =(AB + AD) 


‹ 0 <>»zc+bcosA ccosA h0 


MN-AN AM ¡c VAN 


“(AB AD AB 


I ` Hồn $7 
DN_ĐCICN AB JAC AB T(ABLAD) AB  ÌAD 
4 đ 4 4 


TH ST X ÂY ý lu...) 
MN.DN _ÔỢ À AB, HỘ, Tước 


9 JêT =. ý ' - 
AD.AB AD- : AB AB.AD(doA L AI) 
l6" 0 l6 16 l6 ụ 
. 3 3 Ề § 
MN.DN ( 0< MN LDN 
l6 16 


bì DNINC ĐC s(DN:NG DCẺ 
Ý s * + T 
4> DN” ¡ 2DN.NC ©NC ` DCẺ 


AT 3 } 3 ‡ tÌ 
&# DNNC - ĐC” (DĐN* ¡ NGÝÍỳy:Ì (DN” ì NÓ”) 


§ 
IV số VỊ” GẤP cử sự lộ ng Và 
DN” AB AD| AB)+ ỦADp)  ABAD 
vq 1 l6 16 L Ñ 
NC- JAC J(AB¿ Ai) 
4 4 
# E., Ở _ SA 
c3 N€ (AB + AD” :2AB.AD) 
16 Ũ 
Ề SN ? T1 1 An... 3 2 bẾc 
Dođó: DNNC | LYc j ,:(MNLCRIỔ MNỔ ¡ CRỈ: MẶC 


t(MN ¿CHỊ NMN” CR 


- MNCH 
3 
h .. 1° lv MO Ề.s. TH Y§ 
MN+'CB- CAD+ AB AD AB AD 
Ị 4 Ị 1 
".....ẽ . ... 
IMN © CHỊ \B AD 
Ï Ï Ñ 
3 Ï t LÝ 
Ẫ - : LiếP. \Ò 5 
MN- “ADIL AB >MN” [| AD:L AB 
4 4 + - HỆ XIN. 
3.5 
Ỹ "=".«..... 
CBˆ I.Do đóticó: MNCB * h 
v¿ 16 
vấn Xếp: 7 
Vậy DNNC+ MNCH T- HỈ 
' L6 lo 


©@ Yc BCnen CÝ nCH — nAD(CB - DA) 
* + . I * . * 1 - ) . 
NÝ NCICY (AB+LAD) nAD =- AB: - n]AD 
4 4 4 
#xzÐ lỨE si 'fðM/ CÁ GÍssý ẤẤĐ” ^Ế 2 HỊ _ 
NY.AB AB:l n|AD|AB AB“ ¡ n|AD.AB 
l4 lấP 0 4 4 tệ 


Như vậy NY.AR Tà mọt hàng số khong phụ thuộc vào vị trí của điểm Y. 


ÔN TẬP CHƯƠNG I 


. BÀI TẬP 
p 
q 


8Ð Cho điểm C thuốc đoạn XB sáo cho - Chứng mình răng : 


t : : : h 
| OAI P- OB (O là diễm hãi Kì). 

"ng DI) 
b) Cho bạ điểm 2Á, BH. C thành hàng, Chíững mình rằng bạo giờ tà cũng có 


thể viết ÓC (Ï KIOA + KOB (k‹ R.E xác định, Ô là điểm bất kì) 


QC 


Trên mặt phầng cho n giác den AÁs 


a) Chúng mình rạng neũn là số chân thị đối với một điểm M tùy ý của mặt 
phẩng trong biểu thúc CMAÁ\L + MA»+ L.. 1 MAI có thể chọn các đâu cộng 
và trừ sao cho tổng nhận được bàng Ö 

hb) Chứng mình rang nếu n le thị biếu thức trên với cách chọn các đâu công 


và trừ cũng có the Băng: Ø những dõi với một số hữu hạn điểm M trong mặt 
phàng, (Đề thí vỏ dịch liên Xo cũ năm TU§G), 
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3. Trên phần kéo dài các cạnh AB. BC. CD. DA của tứ giác lôi ABCD lây các 

điểm A', BS CC D' sao cho BB` AB.CC' - BC.DD' CD 
 AD' - ĐA. Chứng mình răng điện tích tứ giác A'TRCIY gấp Š lần điện 
tích tứ giác ABCD. (Võ dịch I.ien Xô năm 1962). 

4. Trên mặt phẳng cho trước các veectơ a.h.c.d, tổng của chúng bảng Ú. 

Chứng mình bất đăng thức 
lá| + lhÍ ý lé| + ldÍ > lấ ý dị + Íb + dị + Íế + dÌ. 

5. Chứng mỉnh ràng néu các tứ giác ACPH,AMBE, AHBT. BKXM. CKXP là 
hình bình hành thì tứ giác ABTIE là hình bình hành (đính của tất cá các tứ 
giác. được ghi tén theo ngược chiều Kim đóng hô). 

6. Cho nửa đường tròn đường kinh AB = 2R và hai điểm €. D bất kì năm trên 
nứa đường tròn đó. AC và BD cát nhau tại T: Chứng mình 
à) AC.AI = ABAI : b) ACAAI + BDBI - 4R”. 

7. Cho tam giác ABC. TT là trực tâm. M là trung điểm của cạnh BC. Chứng 
mỉnh rằng 4MIT.MA là một hãng số. 

8. Cho tam giác ABC, chứng mình rằng : 

: : ì 
a8) €osÁ £ cosB + cosC + h) cos2A + cos2B + cos2C 2 

9. Cho tam giác ABC 
a) Tìm tập hợp những điểm M sao cho : AB.AM - AC.AM 0 
b) Tìm tập hợp những điểm M sao cho : AB.AM + AC.AM- 0 
€) Tìm tập hợp những điểm M sao cho : (MA : MBI(MA+MC) Ú 
đ) Tìm tập hợp những điểm M sao cho : 

(MA ¡ MB ý 2MCXMA ¡ 3MB +MC) - 0, 
1Ú. Cho tạm giác cản ABC (BA = BC), hai điểm D, E theo thứ tự nằm trên BA, BC 
3D - BE : C cn 
sao cho : „+ Tĩnh các góc của XABC nếu AE LŒD. 
II. HƯỚNG ĐẪN GIẢI 
1, d) vi to c» tà PP nay là P 
CB q €CGICÁ pịug 7 ACIECB pe*q 
+=AC- -P AB ›ÓOC OA Ủ (08-0A) 
IÙ ‡ Ni P ‡ ‹ 
ÓC Ủ (OB OA)LOA ÓC đ-O0Ai P Ốg 
p:dq ptq Ptq 
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b) Do A, B, € thung hàng nén hai vectơ ACvà AB cộng tuyến nén 1ả có 


thể tìm được số k sao cho AC KAB 


ÓC OA— k(OB- OA) 
ÓC, KOBR KÓA : OA 
ÓC KOB› (l K)OA (tđpcm)( 


Tủ có hệ thức AÁ. B. C tháng hàng 3> ÁC nAB 


Tạ còn có c Á, B, C tháng hàng ¿>ÓOC  mÓA + nÓB với m.n c lÄ và 
m +ui= T CÔ bất Kì) 

Tủ có thẻ sử dụng kết qua này để chứng mình bạ điểm thắng hàng. 

ä) Gia sự O là tâm đường tron ngoại tiếp da giác. Khi dó MA; = MÔ ¡ OA(¿ và 


trone tong chỉ cần lây dâu ”+” của các số có đấu hiệu chân và lấy dấu 
của các SỐ hang còn lšú 


b) Giá sử MÁC - MA, .s.. MA( tham giá vào tổng với dấu ”+” và MA II 
MA¡,.... MAI ¡tham gia vào tổng với đấu ”-”, vậy 
* I * ——. ¬ —“" ¬ 
¬-...a..n. 


Trong dó M được xác định một cách đơn trị trong trường hợp này. 
Đường trung tuyển chía diện tích tưm giác làm 2 phần như nhaàu (h. 38). Vì vậy 


S\ABC= S\CRB =S\CH( 


Tung .. § _ 5& 
Từ đó suy ra răng Sxy© = 35A be 
Cũng như vậy chứng mình được 


3Weety=2 SAn€b 
SAbA = 2 ŸÁCbA 


SAXAAw = 2 SAbAn 
Công 4 đẳng thức, tị có 


SAptcr + SAccbr#+ SApbyA Ð SAAAng'E 
= 38 xac #'SAgept 8 xéog: # 8p sp) =:48 Hình 3X 

Vì thế Suyejy = 45 + § =5S 

Về phải của bất đẳng thúc. cũng như vẻ trái, đổi xứng với a.b.e.di (với diều 


.... và nó bằng nửa tổng 


Kiện tổng của chúng bảng 0);vì btc ta k b) v. 


của tất c\ các tổng từng cập hai vectơ cho trước. Nếu xét cả điều đó, với một bộ 
bốn vect cho trước có tong bằng 0. 1a có thể chọn các kí hiệu sao cho đường 
gấp khúc được thành lập từ các vectơ AB-a. BC-b.CD-c. DA=d sẽ 
là dường pấp khúc tư cát, Để được điều đó, chỉ cần đặt các vectơ a,b.e chung 
gọc O, và chứng cùng Hàm trong nửa mặt phẳng, trong đó a và € năm cùng 
phía so với đường thắng quá Ó và song song với b. Khi đó : 
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ó. 


1 


L9 


lí +ả| tle¿ dỈ: BB + A€ < |RÍ¬ li Ề 


Chỉ cần thêm vào dó b‹ d ä toế| <« lại + lẽ \ 

số TS : - / 
Một lời pH Khác dứa tren ý đó trung bình A&“Í „ 
hóa các hình chiếu của các vectơ theo tắt cái Xc, 


các hưởng có thẻ. Tối giá này cho phép dựa 

các phương án hài chiếu. thám clh bà chiếu : 
vẻ cách chứng mỉnh bát đăng thức tương tự M 
đổi với các số (có nghĩ lít đưa vẻ phương ấn 

một chiêu) 


AI: MB (do AMBI là hình bình hành) 

MB XK (lo BKXMHì hình bình hành) 

XK_ PC (do NKCPHù hình bình hành) 

PC — TIA (do ACPH là hình bình hành) 

HA B† tdo AHIRT EiTùnh bình hành) 

Do đó AE BÚ c> ABTE là hình bình hành 

a) ACATE ACAAI Hinh 10 

AB.AAL AC.AIGiC là hình chiếu vuong póc của B trên AI) 

Đo đó ACAT ABAI 

b) AC.AI + BDBE ABAI ‹ BD.BI 
AB.LAB + BÚ) ‹ BDBI 


Hinh 3U 


AR” ¡ ABBI ‹ BD.BI 


mà AB” ARY 1R Thanh 3) 
AR.BE- D.BL ( là hình chiếu vuong nóc của A trên BÚ) 

BDBI BD BI 

Vậy AHBI - BDBE DBBI: BDBI 0ð 

Dodó: ACAI BDBL 4RẺ 


Đồ M là trang điểm của cạnh BƠ nén 


SỈ xi : í ñ 1 và ` 
AM (AB CÁC) š MÃ „AB + AC) 
ï l 


và HM HH + HC) š MHÍ ". CC) 


Ù 
) 


: l , ` I : Ề 
Vậy AI INIA 4 „IHB L TC) v(AB :ÁC] 


HH + HC LCAR © AC) 
I.AB © NHAC c HC AB ‹ HC AV 


Do TÍ Tà trực Hăm cá Á VHRC nen HCVVR 0HRÁC 0, vậy 
4MIIMA THHRÁH HC AC — ABUIC ¿ CHÍ © ACUHB c BC) 


VHIHCC VBCH : ACHH  ACBC ABRCB: ACBC 
tt tì 


BCCAC XH- RCBC BCỔ BC (không dối) 


8.a)Gọi Ị. LR theo thứ từ là vectơ đơn vị của vectơ AB.BC.CA, Vậy: 


Ti Ai BHỂ CA Í: AR tỉ An lAn ,} 

củ! ' ' I >liÌ | 
ÁN ñŒ. GÁ AB lañ IABI 

nến AARCfhunm gi đêu dd Íaj  Š1 „ LÊN 


nén XABC Khone phái lá tam piác đeu thì l ĩ LRzU 
Tớm lại trong mọi trường hợp tì j cK) S0 

ph „h3 kẺ trố| 3k ¡ 3ÍK ` (1) 
Rõ rằng (j) 1802 Bú.K) R0” A.(K) TRO? 
Từ()tacó E3 t1 Tcos ụỤ "`... 2 cos(J.K) >0 
hày 3 2(cosA + ecasB - côxC) =0, suy rũ điệu phát chứng mình. 


bị Gọi THÍ và Ơ theo thứ tụ là trúc tâm, tâm đường tròn ngoài tiếp của XABC, 
Pu củ : 


OIL OACOBR ÓC ;(OA :OB ÓC)” >0 
> OÁT CO” ÓC” : 2OAOB ¡ 2OBOC ¡ 2ÓAÓC >Ú 0ì 


Ea đã biet © 2V s1 ÓC lý đ lì hẳn 
Kính dotie tron nga heis VVBC) 


(0A,.OH) CC vOXVOH R cøs2C 


(OA.OC) 2B OAOC R cos2B 


(OBROCI 2A >OBOC. R eo2A 


l ' ~ 
Từ (1) suy rà 3l }Ñ (vox2(V ¡¿ cos?B + cos2C) >0 


Minh 3 


ì 
củs22\.¡( coöx2B- ‹ cos 24 
1 


9 a0 ARAM ACAM 0-3 AM(AB AC) 0Ö 
XMCH 02: AM CBZzJMI 


(Ý đi qua ` và vườnh sóc với BC), 


b) ABAM - ACAM 0⁄3 AM(AB ( AC) =0 

c> 2AM.AI = 0 (T là trung điểm của BC) 

«© AM I AI es{M] - A:A TL AI c> 4MIMI =0 c3 MI L M 
(1,1 theo thứ tự là trung điểm của AB, AC) 

<> [MỊ là đường tròn đường kính H. 


Á 
M 
` 
Fá & 
N 
B c 
\ 
Hình 43 Hình 41 


đ) (MA + MB ¡ 2MC)(MA ¡ 2MB ¡ MC) =0. 


A 
1 N 
: Ị J 
Sn “sa. 
` -À 
8B €C B “, 
Hình 45 tHỉnh 1o 
lũ, øm BD BE 
DA C 


AB - á.CB - b 
Do BA = BC nên lại: bọ m 
BD k BÙD k 


> 
DA AB k:I 
_-.. 
k+l ki] 
+ ` - k s a 
DC _ BC - BD a b 
kiT 
Cũng chứng mỉnh tương tự nÏúï trên EA : b--a 
L 
Dö DC I EA s DCEA 0 ›| a bị th vị š 
VKII Jkil 
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„*1lg.R (a”®+ 6") =0 
( k'] 
k 3 
s INHnU R 2n“ 
(Ktlfì Kk+] 
) 3 
3 : suy 
\ ¬ blcosl3 su0): 
tR +“ k#tl 
2km" kẺ 
cosB kạm sứ mˆ 
k+f [IgErĐ 
¬. `... 3k(K r1) 
cos _ 2 
KIH/2k 2k1) (2kÊ+2k+l) 
2K(K +Ì 2k(k+l 
Vị k>0nén 0 là tu I:B `“. Ji ,BIP 
(23k* + ?k 3 l) (@2k^ + 2k + l) 


CHƯƠNG II 


HỆ THỨC LƯỢNG TR0NE TAM ŒIÁC VÀ ĐƯỪNG TRÙN 


IL. KIỂN THỨC CẨN NHỢ 


A. Hệ thức lượng trone tam piác vuông 
3 
-N I | Ị 
[. h=bte Ị A 


1 be ab' 


Š.  =usinB = acosC C h b 
a 


c=ẽuc 
€ = tsInC = acosB 
J"...- /Zce h Đ N 
3a =b +C 6. b=clanB =ccotinC 8 . C 
c= btAnC = ccotanB M.:.... 


B. Hệ thức lượng trong tam giác thường 

l. Ký hiệu 

A.BClà3 góc  m,m.m là 3 trung tuyển - TT Hà trực tâm, G là trọng tâm 
a,b,clà đcạnh — h,hịh là 3 đường cao © Tà tầm đường tròn ngoại tiếp 

S là điện tích ƒ,/7 ]à 3 dường phản giá. T là tâm đường tròn nội tiếp 

3p là chủ vi T\ là tâm đường tròn bàng tiếp góc À 
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+36 


§ 2c Ề R be 
3, Định lý hàm so xin: ì -2R 
xiA©  smB  xinC 


R : a 
a = 3RxinA: xin già 
3R 
3. Định lý hàm so coxih 
3 3) 3 
3 3 » biet sa 
¡ñ =B +€ 3becoxaA vũš À 
3bc 
3 3 › 
à ä ự $£ sE“ 
=ửu +cC TC 3accosBdH + cosB 
2ác 
hộ \ 3 3 
3 3 P2 X - sĩ: vIỮ =” 
=u +b TabcoxC * cøsC 
2b 
4. Định lý vẻ đường trung tuyến; 
2 * bị bà 3 2 2 2 2 
1 Đ ECŒC ( 3ã W Pj‹e bề » @ +BẺ 6 
mĩ ;NH ì mẹ = 
ï 2 l 3 + 3 4 
Ñ. Công thức tính diện tích tam giác: 
I HINH. I : | F ahe 
S absinC ác sin B besin A pr 
É; 3 3 4R 


(p-a), (p bịn (pcộjg vp(p -a)(p b)(p c) 


€. Hệ thức lượng trong đường tròn 


Kệ ——l 
» + - sÃ _ 
Ï' ØMoaOR) MAMBR MÔ RV /# Tờ 
2 0M 40, T03 Mớngoäi đường tròn 4 
NT (0Ý 0< Mu trone dường tròn MU 


Ma Ð Mơ tren đường tròn 


3. Nếu M ở ngoài đường tròn thì Hình 40 


3 * 
ÔM (0 MXVMB MT” (MT là tiếp tuyển) 


4, # Trúc đăng phương của đường tròn (Ơ,, RJ) và (O., R.) là đường 


# ‹ } M sử 
thăng | O,O, tại THÍ: thoa mãn 30105 1H R5 -R[ Và Flà rung điểm 
O,O. 

# Trục đẳng phương là quý tích những điểm có cùng phương tích với 2 
đường tròn. 


# Trục đăng phương của ` đường tròn cát nhau là cát tryen chúng của 


3 đường tron do 


Hi đường tran Hé sục nấu, trúc đụng phương Tà ticp tuyến chúng tại 
tiếp diện 


Tục đẳng phương AB của đường trồn cất nhàn 


Tục đăng phương Ý của đường tròn tiếp xúc trong 


> 


Trục đẳng phương Á của đường tròn tiếp xúc ngoài A 


Trục đăng phương X của đường tròn Không giao nhau 


*; Định lý về tiếp tuyến vũ tứ giác nội tiếp 


MA.MB - MC.MD - › ABCD nội tiến 


MA.MH - MC.MD —> ADBC nội tiếp 


MA” = MB.MC => đường tròn (ABC) 


tròn tiếp xúc với MA tại A. 


II. EÀI FẬP 


NG , ; = vẻ. a” 1 L6 
{. “hứng mình răng trong tạm giác ABC có: cotLA " ~ — 
a” +bU 4 


cót A + cotLB + cotC = 


ke” : _.. 3 
————~ (Định lý hàm số cotang) 


KP 


6. 


Chứng mính trong tạm piác ABC có: 


AB 
tạn 
a b 


a+b ÁtB 
tn 


(Đình lý hầm số tng) 


Chứng mình trong tìm piác ABC có: a) sinA = xinBecosC + cesBsinC viết 


đẳng thức tương !ự 


ng ` 2ỀN : 

b) (bỂ - e7)eoxA = a(ccosC beosB) Viết hai đẳng thức tương tự 
An Ề 

€)b”~ e =u(beosC ccosB) Viết hai đẳng thức tương tự 

\ b € 

đ) (b- c)cot Huy (C(  a)cøoL t(a  b)cot— =0 

¬ 53 2 


3 
# 


š ñ Éề x8  .  ^... sử 
a) Không dùng bang tính giá trị lượng giác của góc IŠ”, suy rà giá trị lượng 


0 n6 TU0I e2 <ơ 
giác góc 7Š”. sóc loŠ 


TN » # . .. ` + U + 
b) Không dùng bảng tình siá trị lượng giác của góc LÑ§`. suy ra giá trì lượng 


đI ¿ ssŠ ức. h 
giác póc 72”. sóc la 
€) Bằng hình học chứng mình: sin2œ = 2sindcosơ 
: ` P 2tanứ 
đ) Bằng hình học chứng mình: tan 2ơ s = 
Ï tan ứ 


a) Chứng mình rang trong VABC tà luôn có: A > 90”<> a > 2m, 
A=90”+»à 3m A<00”4x ä< 3m: 
b) m;mim¿ > pŠ: 

q HA viÊ0) ý mạ „1p, mẹ ` 3/3 


h b € 


t9 


ạ Ủy 


Trong tầm piác VBC- Chứng mình: 
. ` 1 
0) Nếu BM Ô CN cBM và CN là Ö trung tuyển) ©› b+c =S5a 


b) Nếu 5a” =b té <2 cotA = 2(cotB + cotC) 


Ì? 3 


e) GÁ? rGB“ VÖCC ï (be? 


d) 0G RỶ 


W ,Š F ñ ' 
e©)Neua +h dc 9lV” c› XABC đéu 
Cho tạm giác ABC. Chứng mình: 

bơ 


1) là" Slc sp ) 
a) đị q 
b cÏ b: 


(0: b!+c(bic a) 
1 L3 


bìilide>” ¡ V§ẫt 
3 


Ăcị 6c hà k ` lụ "0đ ríe1 
' 
8. Chúng nữnh rang trong mọi tạm giác VXBC ta đều có: 
ä) HlA + BÍ cÍC Ú 


bị MA ! bMHR . eMCC (ái bcc)MI VM 
Š ý ` 3 3 3 2 
€)äiMA~ + bMB cẢMC ( ¿bt cìMIT + älAT ! bÌBT ! clCˆ VM 


dị 8A  tBỊH” š cÍC < abc 


h " . I l I | 
9, Chứng mình rang trong mọi XABC tà đều có : a) t—+ = 
hạ hạ hạ. r1 
I I | l 3 
h) ' Ị : €c) S =rr,nj 
 lW l + 


đ) tạ + PRưy tin P 


IỨ. 0ì rạ# tu #t,ƒ đÑ tr: 


đì mmịm, >/ ñnJ &}- # 


Muối la 3 
II, w +#B +e ?-Iv3ÀSNathrei £ịc á) +í(a bị 
12. Chúng mình rang với mộ: tạm giác ABC tí đều có: 


3 Ũ ` 3 ý 38 
a) be(bÐ c7)cosV tcatc ä )eosB tab(a” - b)cosC <0 
b) 2abe(cosA teosBl tac bl(ct+b aJ(ctba bị 


3 3 
€) be(eosA teoxB 1 coxC) app ajEb(p b)+c((p c) 


L j IW #£ ũ 
13. Chúng mình ràng VÁIC deu ki và chỉ khi (#8 b1 6 — đ 
la -- 2bcos€Œ 
14. Chúng mình răng V.VBC vuông khí và chỉ khí nó thoa một trong các diều 
Kiện sau : 
8) ginpĐA +sm Biesm C3: b) 3šinA te đeosA = 3 
€)S=p(p ä 0 bHp cJ 


15. Chứng mình rang V.VBC tà luon có: a)a+b+c< 3/3R 
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lố. ayChoa =4 6Á P:b XE sẽ I Trnx để acb,v là 3 cạnh 
của Á và chứng mình nọ ee | sóc là T2 
3 3 ` ` : ` 
b) Ch@ Ä” =§“ 4 &x§ 1 1$ Ñf SÑ” #ÿŒ hở šÉ 22 zš # %. Tìm xy + 
yzZ + ZX theo ä, bị é bíe[ ác. bị, c2, V7 là các số đương; 
€) Cho an. b. c > Ú chúng mình 
Ũ 1 , ì j3 ) 
và jề h vb bự + c7 MẸU” + ‹C 4C” 
đ) XABC nhọn. chun mình có tạm phác có 3 cạnh là asiiA; bšinH; csinC 
› ` 3 
17. a)AABCcóa th 3% hãy chứng mình rằng m, + mụ, + mụ = = (na tb«c) 
h Ủ Ù I 
;b) Nếu b+c= 3 1In : 
hụ Dạ Ù 
.„€@) Nếu be =7 thì xiaHšinC - xin A và hịh, =hị 
18. a) AABC có 2 trung tien BM và CN tạo với nhậu gúc 120”: BM-: 6.CN =9. 
Tính a, b, c? 
b)Choa V6:b-?:c 1+ V3 TínhA.B.C.R và Nụ 
c)ÿTínhan€uc 3b lvàaSs 3V3 
19. Giải tam giác biera cv 1325 Á= 3 B=577 
b)a= 32:b- 15t §#" c)a=6:h=7ä3c=d4⁄Ä 
20. Cho VABC lim v/v cac ¿ và chúng mình răng 
sÀ 7 sư» sé»3 
ĐA (GRCI T98 (GAC) Í ĐC(GAB, GA” ƠGB- GC”) 
21. Cho XABC tìm ví, ¿ vú š V11 (ABC) t9 (ABC) 


22. 


23. 


14. 


25. 


26. 


Cho nửa đườne tron coeue kính AB với 3 dây AM và BN cát nhĩấu tài T. Pính 
ĐA /0BM) 1! 02 (1129 

Cho đoạn AB có Hane điểm Ï và ĐY 0Á” 0040) B: ¿n TĨNH 
Chứng mình AB XALH 

Tính phương th còi chân các đường phần giác trong của AABC đổi với 
đường tròn (AB 

Cho AABC nói tiep tràng đường tròn (Ơ) có đường cao AI = 3á, EB = 3a; BC = 
a. Tiếp tuyến tú V sốt dường tròn CABC) cát BC tại K. Tính 2N 40)‹ 
WG 40) 0K 0) 

Cho 2 đường Hiếu (ÔN. và (05; Rv) có trục đẳng phương là đường thắng 


Á; Từ M bất kš vị MỊN Všä ME ( O¡Oa. Chứng mình 


vi dni 330ey 2O0:/M 
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29. 


30. 


1. 


Cho VABC nói tiếp dường tron CÓ, R1, Gọi T lì tắm đường tròn nội tiên 
XAĐC và Ó là tam dđượng tron bảng tiếp của góc AI. Hãy chứng mình: 0= 
RỶ 3RrvùOQ R l2R, 

Cho XVBC vuane ø V dường cao ANH, Đường tròn đường Kính AIT cặt AB 


tại E, ¿VC bú TP và cát đương trồn (VBC) ở M. Chứng mình: AM, EF, BC 


dòng UY 


Ở bài toán 2N nếu cho \ và HỆ có định, BC thấy đối trên đường thẳng cổ 
định sao cho AB 

a0) Chứng mình: BCETE lá tứ giác nội tiếp 

bị Đường tron BCEE- luốn đi quá 2 điểm cố định. 

Cho tự giác XBCIScð VH và CŨ kéo dài cất nhau tại E, AD và BC Kéo đài 
cất nhậu ở E- Gói trune diem ÁC là M, BD là N, EE là K. Chúng mình M. 
N. Khang hàng 

Cho \ABC có Š dường trang Hiyển là BM và CN. Gọi Cịy và Cy; là đường 
tròn có đường kính là BM và CN, Chứng mính trục đẳng phương của 2 
đường tròn Ơ¡ và Cv là đường cao ATTL 

Cho tứ điện phán Biết V. BC, D theo thứ tự ấy cố định trên đường thẳng A. 
Hai dường tron thái: đea dị quá 2V, B và €, D cất nhau ở M và Ñ, Chứng mình: 


a) MN luôn đi quá | điểm có định. 

b) Cúc tiếp tuyến về từ MCN tới 2 đường tròn trên có diện cùng thuộc Ì 
đường tròn có định 

Cho 3 đường tròn đong tạm (O. R) và (O, r) R >r. P là điểm cố định c (O; 
r). Đường thăng BE) cát đường trön lớn ở C. Đường thẳng vuông góc với BP 
tại P cặt (O: tì tu V 

Ä) Chứng mình VH + HC CV khong đổi Khi B di đọng trên dường tròn. 
b) Chứng mình trone tún `VBC có định khi B dị động trên (Ó. R). 

CEó CO; RỊ và Tem V ð ngoài đường tròn BC là một đường kính thay đổi 
vũa Ó, 

4A) Chứng mình dưỡng tròn CABC! luôn đi qua † điểm cố định khác A 

h) AB và ÁC cát (CO RÌ tại DD và E, K Tà giao điểm của AT và DE. Chứng 
mình K Tà điểm có đính Khí BC thấy đối 

e} lm tập hợp điển N Í tạm đường tròn ngoại tiếp XADE. 

Co 3 dường tron tỚj- RỤ) và (Ós: Ra) AE là tiếp tuyển chúng ngoài BE là 
tiếp tuyển chúng trong và A, Bc (ÔN: RE và E e (O2; Ra). 

a) Chứng mình VB- FT. Gọi Ï là giao của AB và EE. 


b) Chứng mình [. ©,. ©› tháng hàng. 
HƯỚNG ĐAN 
Đình lý hàm xó cobime Pù dịnh lý ham số sin > sinA = 


24I 


= 2 2 
An lo nhsnu tế” -a 
Từ định lý hàm so cosn COSA = 
3bc 
.. ˆ _E 
` 0P. f#£ =a ¿ 
Suy ra cốt Â = cos A = 
xin A 2bc a 
1 » bộ 3 " to 
-_ Re 0w W TP te -d. 
ìbe 4S 
* vả " 5 Ị tả là 
v _ HA .a ta. Ầ vˆ LJRN L sẽ 
Tương tự tì có coLB cot€C l 
1S 4S 
3 3 3 
-- ÑW ‡$“ Lự 
~> cotA + cotB + cotC - 
4S 
2. Định lý hàm xó tang: 
s "_. 
4 § - KũäSs hà 
aäa b_ 23R(snA sínB) cu 3 lu 3 
ỉ 3Rin\ + si "“.... `. 6u 
cb 2R(sim.V  sn) 3gin on tế 
2 2 ñ 
b k] g2 3 3 3 
- lê sã S0 q  Cềˆ G W" #f€ 
3. a) sinBcosC + sinCcosl = XS E—. : 
3R 2b 3R 2ac 
3 kị tả 3 
I Œ 60W 1P B— 
= | sinA 
2R zụ jý 3 
Hai đẳng thức tương tự sinB = sinAcosC + cosAsinC 
xinC = sinAcosB + cosAsinB 
Âu yến gỗ `..È -đ]Ì 
nh) t9 › h) C 
b)VP=alc =.. 
MẪU 3úc 
I „sài vã 3 3 ; 
= (ca cl e1 h1” Bể | bỲ) 
3b 
+‡ I ` n 
=-‹ € NÍC” C} (B 
3hc 3be 


h s s y-: 
Hai đẳng thức tương tự (c aT)eosB = b(acosA - ccosC) 


tạ 


€) Chứng mình: he 
3 3 h ` 
tc= 5 
cosB - 
3ục 
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a(bcoxC 


3 
bĩleosC = c(beosB 


qeosA) 


ccosB). Thay cos€ 


c )00: A 

3 

 =sŸ 
2ab 


vào vẻ phải sẽ chứng mình được định thức trêrt. 


ễ B € 
v† Chững nành. chỉ clcot (CC )CÓT 23% (ta b)vot ñ) 


2 2 
[ l ( 
1 !Ị VÓI[ + cÓI „ 
5 3 rợn 
l GA TU ¡gay [ r |] 
3-0) GÓI Q9 KÓI 2 1 j NG 
ku \ 
Si % La. nh 
Ị A l3 € 
t) CÓI củi 
\ 3 3 Hi S3 
/ A l B AI 
(h_ c)coL ECOL - cõl KốtL cót 
M 3 k 3 
( ĐỒ ID C 
> (C - äÌ€ot “.... cot—=cot— | 
R ề. 2 P2 3 
€ l ; D K 
(a_ h)cot ` f' cót y c0t 5 cóL - cof | 


2> (b-€)coL +(c aJcdL cí(a b)cot 
) 3 


` B € -0 
2 


© Xét AABC có B — 90”) \ = L5” T là trung điểm AC, IK | BC 
Gọi BC = ä thì KA - KC- 2á, BK a3, BC = 2a + a/3 
BC i 
“a có sin15° § ị đã A 
AKR AC 3aV2 ' v3 


_ 3/3 4 
"¬..~.. \2+ x9 K 
OS1. x 
AC z3 ¡v vì 2 
3i ý 
/ £ B ẽ 
M341 x63 Ề 
= 3/2 i Hình Š3 
sin BC I I 


z tan Lẩ® v.v. - 
cuxIh `... 


te cà dcg Ẹ › 0 spa: (0! có I ì 
Kiết giá trị lượng piác cửa nóc TS” >sinI6ŠS”= sinLŸ”= =— -: €0S 7Ñ" 
củ cũ ø Ì : 6 
>eoslú5 = coxlŠS : sin 7S 
ø củ lj ù 
:>tanl65 = tanlšã - v3 v2 coL75 
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bị Xéi XOAB cần định O có 


AOB - 36”. Kẻ phần giác AI 
XÃTO cần định Ì \XIES= OI 
`XÁTB cán dịnh Á 3 VIE= AB 


KéẻOM LAB » VOM MOB - I8: 


MB 
=> sinIW° 

O3 
Ẽ à Ẫ „ OI AO Ạ 
Theo tính chát đường phần piác trì có Ề 

' ` 1B AB Mình S4 
SN OB , 

ĐạtMB=x 3AB-3v.Tacó “Ẻ s3 để” - OBF— 2XOB 


OðB 2x 3x 
<»Ä4x +2OB.x OBF =U. 
Giải phương trình bặc hài với x >0 


5 3 1 


324 n 
>x OBỀ ¬" 
Ù 1 


¡ _ ÔM h › M 
*®cosl5 = mà OM ØðBE MB 
O 


$ 1Y (I0 + 245 
=ØB- øn|*” !Ì œp3J '9y4v 
{ | l6 


VIU! 2/5 
4 


u25 
coslg?® 


-SÓM OBŸÌ 


ị = M 
v5 1 V(vŠ 1) 10 
30 


“tan ?= 
v0 ty 

c) Chứng mình sin2g — 2SiIứcosứ 

Cho VABC nói tiếp dưỡng tròn (O: Rì 

có Â = ứ. Theo định lý hàm số sỉn và 

XABC › BC = *Rsinu 

Xét XBÓC theo dịnh lý hàm so sín 

BC ÓC R 
sin2ưœ  sinB cosu 
vì OBC phụ với ở 


>Rsin2ơ = BCcosư = (3RÑsšinơ)cosơ 


-> sin2œ XiŒcosửứ 


5Š. Chứng minh trone X.ÁBC ta luôn có: 


a) A >90° thì ạ > 3m,: Á = 90” thì a= 2m: 


TS - 90” thì a < 2m, 


Từ định lý vẻ đường trung tuyển 
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> 4mý, AT lợn 
A >U9(°2zcoxA <0 
A=90 22+ cosA\ =0 
A€907)4 coxA >0 


b) Chứng mình m mịn 


[eo trên đm, — 3(h 


thictui(b+c a) =2p(2p 


1 s 
mặ >p(p 


a} 
Vậc mỹ ~ pP bị 
Ũ 
mỹ > p9 cl 
Viy mmim( + ĐỀ 
Œc đẳng thức và ch 
In _ 
c)Chứng mình 
" 
dc 3 » . 
[† 4mạ : 3(b7 +c } 
) Ũ › 
= đơn t3u 7 3G 


' 


› 
Tieo Coxi ng ciịa 


1 


\ L-W 3 › 3 
q 3(bhổ tế” a )+a =đhccoxA + 
Em + 3m, 

3 3 
mỹ a" <»a =2m, 
ng >=a” c>»a< 2m, 


pSLvới p là nữa chứ ví, S là diện tích 2Á) 


M &Ä 
ý ủh >(breểe}" -a4“ 


2a) = 4p(p - aì 


.: 


mặmj mộ s pˆp(p a)\(p b)(p- c) 


. W 4% 


UP] 
mặm mỹ >p Š~- 


cc<> XABC đeu 
b ` " 
` 1/8 
"ụy — HH 
› › 3 3 3 
' 3@f* ý 6 re”] -SiỮ 
M k¿ 
\HẼ Đệ") 


-m,, đã) s LUẬN 


h 
I sa ũ 3đ” 
' ` ` lỗ 3 3 
HP n7 s be sứ _x..a.. 
,Ì ft. 8Ó 
ề 33h € 23/S€” 
lrơng tự 5 ` n ¬ c z 
hồ lf sẽ tp ý RBˆrẻể 
- 3 
ế ũ = e LÍ | BIẾI Lỗi - huSệ + ng J= 
Xây ' Lo TẾ x „x23 
lu 1h. w”t+R IE 
92229 . 
|mj - 3a lŠ* sư“ 
| { 
: Ñ x 
O đẳng thức: Em, 3b äT tếT - 2h Ðc>»a=b=e <>AABCdếu 
| tà * ¬ 
3 h v1: s) 
lim CỔ | ! bể ‹ đc 


Tbuy : 1H, m mụ. 3/3 
đ) Chứng mình: * : bị, TẾ & 
ạ b ẹ 5 


Theo chứng mình trên 


3 3 3 
1 ` 33 . ĐC _ 2V3mạ .. 23v3m 
g À) , , 3 ) 0 9: 3 3 
ANG  ạr :¡ B2 (cổ IÙn  ạ" f B“ +“ ủ 8a“ th ve 
âm? 2/3m¿ 
m ¬ mẹ 2V3mc 
Tươngtự  P> „2P; S> ca SS. 
b “8b ke” x a“ +bF +e” 
3 k) vì 
3.Ÿ: 2 k2 2 
mạ, mụ 1 3ý3(mj ¡ mị 1 “- 
: : bì 3 3 
q h k q“” t B tê 
3 le 
lẠ 2 3 ) `. Š kì 3 f , fủ_, #Ẳạ , 23M3 
Mà mã + mị, + mị (u 1E ae?) k=Š 4 Ị ` 
l a b e 2 
Đăng thức xủy rà khi VÁBC đếu. 
A 


6. a)BMILCN<yhb tế =5a” 
<>coLA = 2(cotB + cotC) 


*'BM LCN ‹›š BG” + CG” - BC : 


xé 
I G 3 @ 
c R mụ | MÍ mej +8 : : ' 


3 3 › 
3 SÂU 

<> 4đmk + 4m_ 3à B G 

3 3 ï 3 3 

Ẩ©Ã2(ä +c )- b +3(gy +h) 


Hình 5o 


ĐH. ,WÓ. 8 › 3 › 
&&đa +h +c 7 =9 <š› h +c =5ả., 
3 3 3 ) 2 2 
F 3)” tÐc” -2bˆ2 2á” + 2B“ 4c” 
b) Khi đó 2(cotl + cotC) › Ề ~+ - 3b l 
4S 4S 
4a" Sa? a2 - bỂ tC a 
4S 4S 4S 


M 


38 
Vậy bP +” = 51 < + a(cotl + cotC) = cotA 

: - 3 3 3 Ị 
€) Chứng minh GA" + GB +G€Œ" = vu" th +c) 


} š Ồ 3.2 14 sy 4 + s3 +2 


GA? +GBˆ +C° g8 2Q NỆ 12 tệ S (mg 1 mỹ + mỹ) 
= g(b” LOC” củ c2a” Lộc” bổ 2a” +2b^ -c”) 
= lựa? Lbổ Lê) 

Nà ng 


đ) Chứng mình b@“ RỂ 
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Từ sông thúc Leibnit: MA + MB £ MCP = 3Md” + GA” + GB + GC”. Cho 
M OtncöOA ON ÓC =30GŒ + GAT+GB + GC” 


" ` 1 ` 1 " j 3 3 
<2 43R~ 3OC¿ li BbP «Ẵƒf) 4y OG“ =TR* (ñ“ ®b“ +c“} 
ì Ụ 
Chứng mình hệ thi T erhntt2 


) 


?y .3 ‹2 : 
MAT MA_ (MG : GÀI =MG” : GA” +2MGGA 
—., 


) : Jj. Ủ -AI m2 xiên BỤ êŸÝ 
-+ MA” + MB + MCÔ : 3MG +GA” ¡ GỀ +GỂ -2MG(GA+GB+Œ) 
3MŒ” + GA” +GB“+GC” 


€) “ừ đồ tạ có dể + bề có - 9RP, Có đẳng thức c> O =G £> XABC đếu. 


_ : dbc q 
a) Trong XABC tí luôn có lỗ š = p(n-a): b+c> =* đI,: 
(bác) + 
,. V3 
lạ Ñ, + Í, b (a:bie) 
3 a) 3 
L 1 3x be v ‡ptp “a) q (+ €} ự - — 
b) - + VÀ, 8ƒ N &Š‡ : để sao đe 
2 ' 3 b‹c 3 b:c 
3. 
no. đp 3a bù 1& 
3 3 
cẤr dụng bất đẳng thức côi: 2 (he <uứtb 
Ä34(p-a)+p 
v3ptp a)< SH, P 
€) Từ đó la có 
b~ez= + 3 | 
gà | 
Kh.- / a tbt+C 
a-b>_ 1| v Maihiel> CC + V30 thụ +) 


a-ce> + V3I, 
3 


= n(01bie)> 230, Cây 1) => Đ tp +; S= (+ b +) 


“bu, h Ọ 1he 
đì Chứng mình /¿ „PP - 8). 
(W 1 đ}” 
Tong VACD và VXBD Là có 
? 3 › ý _ g ) 
A B tổ 4 £ INC ý 
cœ@ 
Kì 3bfa 2cÌ, § X .aÐD W ấ 
3 3 3 : 
E(b7 li XT BỤế” LẬP -W“}] Hình S7 
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c»(b TT =(b-c)bc + by —€X”. Tả có x = kế và x++v=a 
P 
ab qC 
=Ð; Ñ:.#.- _ : 
b+c ` bec 
3 a hệ 
Do đó (b -cJý =(b c)bc (bà c) 5 
(b:c} 
: 
=¿, le sa se = getÐ+ € t hoài ca) 
(b+ec)" (b+ec) 
4bc 
=———32p(2p - 2a) = zP(p- a) với XABC b z 
(b+c)ˆ Ch+e}” 
a) Chứng mình: alA + bIB + clC =0 S 
Gọi T là tâm đường tròn nội tiếp AABC. Từ là \ 
€ vẽ C./ AL,C, gập BI ở B. Vẽ CỤ / BỊ, Cy Tí l~ 
ấp AT ở AI. Trong hình bình hành IBCA' ta 2Ì 
“.—" câu = ÁC \ 
có ÍC = IB+IA BE“ “—EL 
E , , | 
«Xót ÁATE ~ ACEE (ng) e> CS = CC -Iˆ 
EA AI IA 
= lÁ! š “IA =2 ÏA'== IA. Hinh Š 
€ € 
* Xét XBIE sa ACA'E tgg) 
co. 1. < mei=-- 
FB c IB 1B € Ầ 
Ba. <5. ằa.- = . x ....Ằằ 
Vậy IC = IA' + ÍB' = —IA - —IB => IC+—IA + -IB =U 
€ € € C 


=> aIA + bÏB +clC =0, 
b) Chứng minh aMA + bMB + eMC = (a+b +e)MI, VM 


aMA + bMB +eMC = a(MI + 1A) + b(MI + 1B) + c(MI + 1C) 
=(a+b+ c)MI + (AlA ‡ b1 h clC) (n1 
c) Chứng mính 


aMA” + bMBÊ + e€MC” =(a+b+e)MI” + alA + hÚBP cctC) 


3 


=5 An 2 Kt Khăn 

aMA2 =aMAT =a(MI+TA) =aMÙ, taÏlÁT + 2aMHA 
- aMI” + äÌlAˆ + 2aMÙA 

bMBể - bMI” + b]B” 


B„ 

\ 

\ 

b c)MI 


2bMIIB;eMCˆ = cMII” - clC” : 3eNHIC 


8. 


>3 VÙ” + HÃỂH „cMŒC 


(A1 B©CCjMI” ¿ALÁ — c hÍRP + clC š 3MI (IIÁ + bÍB t clC), 


(thị cjÀUI  AFÁ + BH + efCC VM. 
đì Chứng mình aEA - BH” + clfCC  abe 


Từ /lA ¡ bÍH - vÍC d z(AEÁ ý bÍB celC)P - Ó 


xi TA ¡ BH” CC” © XHIAB : 2aclAIC ¡ 2belBIC 


«šrTÍA? (ÌÍB .. 1C, dhứA? IV AB'Y+ 


b8clA" LICO ACT)r be(IBP ẲiCP 


` 3 ¬ 5 3 
&» 4" cay: gcJLÁ thợ cấb + beHB- + (cC tac + be)lC“ 


3 M 3 
= acb” + hca” + abc” 


«> at: cjA Vộ bI8" : clC”) ahc(a ¡ btc). 


Vậy AT ¡ BH” velC” bế, 
Chíng mình tronp .VBC 


I I I ạ bì € mi hic 2p 
a) Ị ! Ũ — < 
lo ÍNh- Ñ . 3W 3 S 35 3S 
bộ Ị | I #W „ám b VD £ 3p (A0 btc) 
Iự (ĐỂ + ITP S h) b) S 
§ 8 8 Là 


Ppp 913p hp œ p0 aJp- bị(p 


S s Š S 
đ) giả Fe + lui ' † 
"up b p bp c P 
Ũ 
Ặ đ| p €t+p áp b s p 
(@— ajđp BH c}) (p app BỊp c) 
S Š S 
GÌ! Ehu: R 
pééw Ip b n-c 
3 ¬ % 
SỈ Ũ — ho 
bhtứ(C nh n1£ § ất c/ 
| | 3 


l) 


3 
BC") 
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I Ị 2 I I ¿ 
ĐT vs n : 


Tương từ ‡ _ : 
bie Aä@ 8ø 'h @© lồ ate b at+tbB-e 4 


SuyTa1u, ! 1+ 0> Z§| 1 Ị — hạ + hị + hạ là điều phải chứng mình. 
ụ h €/ 


10. Chứng mình trị + n, © H tR !r 
VTI=_-Š¿, . Ni | P I : | | 
p*ra p Bð 7n £ ƒp Ð0=# =5  g<c ñmj 
sả) píp - €)+ (p- a)(p b) Ì 
p(p - a)(p - b)(p- c) 


gịi.P wIp b p=p+e€ 
: (p-u)(p b) p(P —c€) 


- Šc ab ng 1R. 


VẬY m®#fht( r7 4R Bay G tú tr- 4Ñ +r, 


2 M : 
h Sĩ be -# - bltø — eWb +é)Š 
Ta có hụ ` + - vDÚp 4) p(P- = )(p - c)(b : c} 
lệ a (bhte}ý a“bcp(p - a) 
(p b)\(p cj(h¡ c ¬ 4(p- b)(p - €) 
“be aˆ 
J 3 3 3 3 
e) mục 5 bức - mục — (btc) 4m ` b°+c” 
lạ 2Vhc lo 4e ẺẺ bc 
3 3 M 
S6“ I@T}y SẼ” (b+ c}“ 
<» x : 
sẽ s(0!hi'eWhtc a] € 
(Œiecj” 


3 3 3 3 3 3 } 
& 2(b“ +c”) aT c(hieÐ 1 csb +e”>2bec>s(b-e} >Ú, 
Có đẳng thức khi b = ‹ 


đ) mạmpm( > (I/.. Tà có dm‡ E 2(bˆ | gˆ a2) >(b1 c - ah 


1 2a na 2: 242 
(iC€CC 4b t€ ta) >2 mm mỹ -p Ẫ 
Ta lại có 
2 4bc tIẾ B2) * PIN) 
tị = ý „ppt a0! pp ä) ? RÍ <p(p -ap-bQ(p c)- nh, 
(bh+c)” 
2.3 3 xi? a 
Vậy mặmip mỹ ¬ TK 
11. Chứng minh 
2 3 3 ! 3 3 ^ R 
8” +4 1” > d3 t(b cj tíc đ t(a Bị 9) 
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12. 


(®##+‡x> |#“ +(h tỳ} J2 | (c aI] + ỊcC (a b)”| > 4/3. 

<>z(na h+cl(t+b c043tb c+aJ\b+c -al+(c- a+b)(c+a-b)z M3(18) 
⁄ j6 Wịc 

Đất va ch c- bắt đăng trên tường đương với 


# lu g 


XY CÝYZ LZX 3> VÄ\(X Ly t2)XYZ 


atbicbtrc-aa+c 
3 Ề 3 i 3, 2Ì 


§ ba+b-c 
vị sˆ píP 80p bị(p c) = 
(X+V tZ)NYZ 

l6 
Mà xY ky? 12X *Y NXÂV(X ©V + 2)XYZ 
<2 (XY tý? LỰN), 3v ý LZMWXyZ) 
«+ (xy)? 1 t2 Ũ TT : 2XVZ(N + y3 z) >> 3(x + y + 7Z)XxYZ) 
› , 
<* (XY k ty CƠN), Ð(SYWY2) Ð (yYZ20X) +! ZXXXY) 
+ , E + “ 
«>3 (XxV v LIZ ZN) cÍAZ XYy)" >0 là bất đăng thức đúng. 


Có đẳng thức £ » x\v - v2 /X23>x=y=z<>»a=b=c£2 AABC đều. 


3 
a) be(b~ ế“)eosAA A 
bị 3 3 P 
3.“ 1€ Bà M 
= bc(bŸ ch}. 
3bị 
K 
: 8 %v§8. 33 vờ 
Si € ghh tực] B N lộ 
3. 3 › + #2 4 #” —lÐ° Hình S9 
ca(c” 9 )e0sBỐÄ cute” bh› — 
2ac 
I s3 2 
te "ở bếc“ d a“b | 
1 
"5 3 3 
2,3 ¬.......- 
ab(a” - bÐ)cosC — ab(a h") 
3ub 
| ) - Tuổ 3 9 
„kh bˆ -wœ be 


Công ba đẳng thức được 
h 


ä”)cosB + ab(a" bỶ)cosC 0 


“3 3 3 b) 3 3 
6B tt” -đÐ  tẹT b 
Là 


) 
be(bˆ € Yeos À + ca(C 


b) 2abe(cosA + cosB) — 2ahe, ' 
2bc 2ac 


lQ 
tì 


13. 


14. 


12 


: 3 ì 
ab” +acT” w + Ba :lbe”—=b 


+ T 
(a + h)ịnhồ : cô((:hị (atbjW(a“ -ab + b“) 
' » 3 3 
(at : bìịc ' b 3aB| (tà rhIcC” (a bŸ] 
(+ b)(c cb acc h} 
) abc(cos Á + cosl$ ‹ cosC) 


Ệ 
3 3 3 vì 3 3 Bộ 3 3 
b~ :c ' ậẬ” FỆ b~ HF“ +bˆ-e 
1 b kế - 
2 2 2 
1 3 , ì ) ì 3 Ỳ 
„ính” " h) hụt ( bé“ cụ” +cBˆ -c!'J 
l-: \ $ ) À 3 Ầ 
= s(a"b WC da ba PEPe E tế atcTB -€) 
sÙbl6 ạ 1ã 6 5 3 tLb-€ 
=a tr L€ 
3 HỊ 2 
3 3 + 
=u (0 d0)tb (? Pb)lic (0) -€) 
ì ì 3 
M b LÒ hì 
` + D) 
a) XABC đêu : bp a 
 TbưayC 
. 3 nợ 3 
°: = Ñ” a B LoầN q4  tbF e£ 
Vì cosC.2b-_ 2b. q 
“ "ha ạ 
3 3 3 Ũ 
sen £hˆ c {ý xkDz=Œ 
š 3h g ì ⁄ 4 
Tháy vào (]) tà có a ‹»2jFb. a 2h. a 
3h úa 
3 3 
xa” =bP ésúø=h 


k2 


Vậy AABC đẻu. Clip mình ngược lại để dàng được nghiệm. 


XABC vuông ‹ > sin "TA +xin ti sinfC 2 
A Ị 3 Bì 3 gỄ 
3 % 3 K vã VN 
Ta có: sin" A tsin B‹sn CC Ủ ¬ Ẻ „* £ : à ¬ 
dR TC 4RT 4R: ‡R= 


nh- " T... 
sin” A +sin” B + sim (C 3cyn”4 hề te? =ÉRˆ 
b) VABC vuông 3SinV ở leosA =3 
Tạ có 3mm + cosV 32 deosA<=3 3sinA 
c»l6cos”A 9,040 0Á TRnA +2 25sin 2A IRsinA 7 


<>sinA = l và su tlod: cz Á =90 
35 


e1} XABC vuong Š -.pụt a1 =(n Bịn c) 


SP đủ (hi cịp che cZz(híc ca(ồ‹c ca) 2bc 
<3» (b tƑ an Thị hh c he àể Thự 
“ Me ó4 UP 
L§. äÐ VVHCcoöna be 3V3Ñ. Gọi O là tầm đường tròn ngoại tiếp A.AXBC 
(OA : 0B: ÓC” 0 
c3 OÀT cOBT ÓC” - XOAOB c OAOC : OBOCj>0 
di GIẾP 5E” XE”. JR” AC 4 3RT (BC >Ú 
8 
Á{ 0` > AB” + AC" CC á? rpế ¡c2 > = Ất. 
cá 1RS® PP! Quách re <B/, 
và 


Các đúng thức thi c tRV3 c> OA+OBILOC Ö 

>+O_- G‹» VABC dếu 
sắc tam phíc cũng nọi tiếp dường tròn (O, R) thì A đêu có chủ ví 
lớn nhất là 3Rv 3 


Và troi 


| I I 
bì Chứng mình 3 : cả 
từ ] h (588 
' ` 3 
l I lì: (0ì hi c)}” 
đt đ$Ề las) lạ: b+cMa tb €We@!ec Bbìba e—a)} 
ạ chị (a cb -C) tựa kc bì: (bic- g) 
(01 b cW(ac hbị(brc da} (0¡b c(Xaree b(brc- ad) 
| | | “V4 
> y1 ý ý Côdang thức csð<=b =c<>z AABC đều, 
“` b hì 
Ì l | | 
cì ! 


h W_` dư ti 
Các bài từ 16 - 35 HS tự làm 


CHƯƠNG 3 `. 
PHƯƠNä PHÁP TA BỘ TRŨNG MẶT PHẲNG 


§1. HỆ TRỤC TỌA ĐỘ. 


I- KIỂN THỨC CẦN NHỚ 


Á. Toa độ của điệm và của veetơ 


[. Hé trục Oxy gôỏm 2 trục Ox, Ôy vuông góc nhau tại Ô; các veclơ đơn vị: 
ieOx: j € Oy sao cho JŸ =l/Í=l 
2.M(x,y) <>*OM = tỷ ty ƒ (l) 


#ø(O,:O;) 4% d.- xứ tvƒ (2) 
B. Biểu thức tọa do cua các phép toán vẻ vectơ 


Cho các veclơ tay; 0: b (b,:b.) và các điểm ÁC Xa: y4): B(Xu:Yyg):€(XeiYe) 


a +b=(a.tba-eb ¡ 


13 


3.a= b=(á, bạn hai 


. : q b 
4.a=-b«<2 
la b 


`- kữ= (ka,:k¡.) 


9 ` 
6. lai = đà Lừ 

1.a.b= a,b,+arb 
@= tơ ch) 
“nh 
*' G8107  Qiun „ 
lụjb 


8. #cos@ =a,b, tịnh 


Ụ, *R=@ NƯÀNI “Vu 
10 AB| : VI? Sv sỨyn YP 


MỊ::y) là trung điểm AB 


13. \,B,C tháng hàng + > AB=kÁAC 
(kzl) 
L3. -1X:V) là trọn tầm VABC 


X LX Ñ®C' 
Lê SA ME LÊN G(X¿:Ve}) 


Củhị Ý gian trong 
{. a cùng phương với bé> ab. ab=0 
2. avuong nóc 2 +» ab.taih=0 
3. Ba diem \.BC thang hàng 
\P XẠ XC ĐÀ 
MỊ XS XU VÀ 


4L M(x:y) là điểm chía đem AB theo t sổ k: MA =kMB 


| XA_ kXp 
| x (Z1) 
ly ŸA 3l 

l k 


= 1 >zMlänng diễm của AB 
5, Gọi S là dien tích ABC 


SAaú : ứ \B AC” 


Vừ dụ 

Trong mặt phẩm OXx cho CL; 1 BS: 3 ;ecliin 
a) Xác định tọa do các vecto XI,BC,CÁ 

b) Chứng mình rang V. BC khong thang hàng 

e) Tính đó đài |.VI.IBCLLCAXI 

đ) Tìm toa dọn AB CÁC 


đ) Tìm toa dò v 2AB BC 

e) Tìm toa đo truu# điển, VÌ của AB 
ñ Tìm toi đồ trone tan Gicua VXBC 
Giải: 

a) ABCI).BCC I3LCAÁIC 3; ải 


b) AB và AC khone cũng phương nên A, B, C Không thắng hàng 
c)IABI vÏ71BCI vAICAI VN 3/2 

du ABLAC 

07:4) 

d)v-2ABR BC 

v(9;0) 


ì 
e) Toạ dộ MAŠ: ! 


lDN: 
ñ Toa dộ ỐC - 


HH CẤU HỎI VÀ BAI TẠP 
1.a) Cho a(2, 1):h(3-D) Xác định tọa đọ cú. y) nếu € a13b;1ínhlcl 
b) Cho a(3.5):b( 31) Sắc định tọa độ dị. y) nểu d- 2a 5h: thh ldi 


2. Xác định tọa đo trong tam G của VABC — TCA(T: 3).B(U: 2), C(1: Š)) 


+ L ‡ 

Kết qua G :. 
(343 

eÍ 3 10 

kã 

Kết qua khác. 


Ỷ 


K) 


tQ 


3. Cho AABC: A(CI:6): B-I: DỊ: cị # 


AABC có đặc diem gì ° 
Kết quả XABC can 
AABC vuong 

AABC đều 


ra 


Cho AC3:11: BƠI, 30 €3: Š); (5: 3) 
Tử giác ABCHD là hình sr 2 

Kết qua : Hình bình hịnnh 

]ũnh vuông 

Kết qua khác 

a) Cho A339: 3:SeC $1) 


X 


m :2gth dị 


ác định tọa đồ vectd mì 


b) Xác định toa do vectø n 
1=. 
€) Xác định tọa do vecto K 
k-2(01b) dể 
a) Cho AC, S:b1:23) Tình a.Bti ý b)(a b) 
a) Cho ÁC T:1): BỤI. 3 CC 3/01. Chứng mỉnh răng A, B. C thẳng hàng. 
b) Cho A2, 1ó: Bí [20 C(T: vì, Tìm y để A. BC thắng hàng. 
Cho A(2: 5): BỤI. Tì: CC: 3) 
a) Chứng mình rane Á BC không thắng hàng. 
b) Tìm tọa đó trong tạm của AABC, 
€) Tìm tọa do D(x. y} de tứ giác ABGD là hình bình hành. 
đ) Tìm tọa độ trune điểm PL của BD, 
Cho A(L: 3): BC: 3) Biet \.M.N, Bthẳng hàng, Tìm tọa độ M và N để : 
AM=MN=Nl 
Cho AI- l: Hị B(T: 3x CO; Ñ) 
a) Chứng mình-rane \. B.C Không thẳng hàng. 
b) Chứng mình rang VABC căn, 
«ChoÁ( l: Ð): B3: 5k, CC 4: E) 
a) Chứng mình rang \.B.C không thắng hàng. 
s\VÝXBC vuang 


bị Chứng mình ra 


€) Tìm tọa đọ E lš tầm đường trôn ngoại tiếp AABC. 
đ) Tính bán Kính R cha đường tròn ngoại tiếp, 
„ Cho:AABC: AC +: ID): B2; 4); Cứ: -21 
a) Tìm tọa độ trọng tìm G của ABC. 
b) Tìm tọa đo truc tâm Í của VADBC, 
€) Tìm tọa đo L là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC. 
đ) Chứng mình roi 1C. TEthàng hàng. 
e) Tính điện tích VABC 
. Cho 4 điểm : AC 1: H: B(5: 6) C(6: 3); D2; 0). Chứng mỉnh rằng tứ giác 
ABCD nội tiếp được trong một đường tròn. 
- Cho AABC: Á( 3:1): B(5: 51: C(6¡ -2) 
a) Xác định tọa đo tâm Ï của đường tròn ngoại tiếp AABC. 
b) Tính bán kính l$ cua đường tròn ngoại tiếp. 
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1§. 


16. 


- + : B  Q Ía.x =ỗ 
17. Cho a(2, -4):b(6: l).x(x.v). Xác định tọa độ x nếu +... : 
b.x=29 
18. Cho a(m” (lầm 2):b(2:1). Xác định m để: 
a) a cùng phương b bìa vuông góc b 
19. Gọi @ là góc giữa (a.b): xác định cosó trong các trường hợp sau : 
a) aQ:7);b( 3: D b) a(0; 5);b(/3:1) ©) a(5;—5);b(2;~2) 
đ) aC 3:4):b(1:2) đ) a(4:3):b(;7) 
20. Cho a(3:7):b( 3: 1). Tính cosin của góc giữa (a+b) và (a b) 
II. HƯỚNG DẪN GIẢI 
1. a)c(1:110lel v242 b) d(8:19):1dl- J425 
§ , 19 
3: 1#) €(0-1%) b) c(&Ñ: =) 
e) CE( lÌ; 6) 
F(15; 13) 
(5 10ì 
dỈ: cà 
343 
3. AABC vuông tại C 
AB- BC =CD = DA 
4. Tứ giác ABCD) là hình vuong vì b 
|AC - BD 
5. a) m(17; 7) bìn( 20:28) c)k(16; =2) 
6. a + b =(" 3) 
a-b=(3: 7) 
ab=-6 
a.b(aib)@ bị 216 
7T. a) AB Q22) 
ÁC { tk 
AB- 2AÁC nenA.B.C tháng hàng. 
Ví, 10 
b) cỦt Š | 


Cho AABC: AT: 5): BC 1: Š): C4: -l) 

a) Chứng mình ràng VABC vuông tại C. 

b)De BC là chân đường phân giác trong của BAC. Xác định tọa độ D. 
c)Ec BC là chân dường phản giác ngoài của BAC. Xác định tọa độ E. 
Cho 4 điểm : A(I— 1): B10) C(6. 4): Ð(0: 2) 


a) Chứng mình rang từ piác ABCD là hình thang vuông. 
b) Tính diện tich tứ piác VBCD. 


10. 


I1. 


12. 


a) AB :CE: 4) 
AC 0Œ: 3) 
ạC- G3») 


Bạn dọc tự két luan 
b) G(3: 3) 
€) AB- DC. :l11:7ì 
lý im, 
đ) L, ¡+ Ị 
3 
AM -MN NB 


: 
AM SA D.NHC lì 


6220) -Siì 
AN ¬ AR,NL3:1) 


a) ABO:2) 
ACG: lì 
BỂ -fl: ð 
Bạn đọc tự Kết lun 
b) LACILIBCI v10 
AABC cản tại C. 
a) AB(:6):AC( 3/2) 
BC( 7: +) 
Bạn đọc tự két luan 
b) AB- V52:AC v38BC V63 
AABC có: AB`+ AC = BC 
Vậy AABC vuong tại V 
€) Tọa độ T là trung điểm BC 


P4 ai 
Á(-1a) 


I 
đ) Bán kính R * bc 


sà : ˆ^=. 
a) Tọa độ trọng tâm Œi; Cj 0; ¬ 
\ 


b) Tọa độ trực tâm HÍ: HH, _ | 


€)Ï(X: Y); IÁC 4 xii V) 


IB@-x;4 yHIC2 x: 2 ÿ) 


IAÝ -1BỶ IA 
: _ | sl | 
IA` -IC 1 
d) 1G = ` HÍ 
3 
Vậy I.G, H thàng hàng 
€) S\xpc = TÑ (đơn vị diện tích) 
13. cosB=0 › B=U90. 
cosD =U »D - 90 
B13 D=I80 > Iứ giác ABŒD nội tiếp. 
14. a) ABŒ:I):AC(8: 6):BC(: 7) 
A,B.C không thủng hàng. 
Gọi T là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC 
I(x:y): lAÁ(6 x: 3 y) 
lIA' -18` 
lưế =IC” 
b) Bán kính R của đường tròn ngoại tiếp R = 5 (đơn vị độ dài) 
15. a) ABC 5: 10):AC(3: 6):BC(8:4) 
AB=55: AC - 345: BC = 4 V5. 
CÁ! + GB`= AB 
Vậy AABC vuông ti C 


b) Tọa do ID: DỊ lỆ 


>I(2:1) 


€) Tọa độ l::I2( l6: II) 
16. a) AB(3:1):BCO:0:CDC 6: 2):ĐAU: 3) 


ABAD 0 
DA.DC 0 
AB//CD 


Vậy tứ giác ABCD là hình thang vuông tại A và D. 
b. Diện tích hình thang 


S=l0+ 1542 (đơn vị diện tích) 


ax- 6 : 
li Xây >x(S:1) 
b.x - 29 


18. a) Vectơ a cùng phương b 


m-] 


b) Veect0 ä vuong nóc b 


ì 


rn 
3 
| 3 
Jrn -U 
ề l 
19. a) cos@ b) cosø = =—=>ø= 20 
vI15 2 
?' _ 2 
€) cos2: ( zø/ 9U đ) cos@ =~ 
sJ2 5 
3 
đ) cos/ `7 øi l8 
3 
c=atb >e(0:6) xÍ 
20... CÔSU@ — 


đ=a-b >d(;8) 3 


§2. ĐƯỜNG THẮNG 


1, KIẾN THÚC CÂN NHÓ 


Á, Phương trình tham số và phương trình chính tắc của đường thẳng 
1. Phương trình thi số 
Đường thắng (d) đi qua điểm M(x, y„) và có vectơ chỉ phương 
d(Aia,) ⁄0 
[x N. 
(d) mịc R 
Ìy y, nu 
3, Phương trình chính tác 
Đường tháng (Ì/ dị qua điểm MX, y2) và có vectơ chỉ phương 


tia.) 2Ð 


tđ2 = 


ạ ù) 
l 


B. Phương trình tông quát của đường thẳng (d) 
Đường thẳng (dì dị qua điểm M,(x,, y„) và có vectơ pháp tuyến 


H(A: BỊ z0 
JA( x.)tBỤý y„) 


(đ)+ (1) 
(A'©B z0 
(Ax+Byi+C 0 

(đ)ì. ~ (3) 
lAl+B'z0 5 


Phương trình (2) được gọi là phương trình tổng quất của (đ) 
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€C. Chủ ý 
1) Phương trình đường tháng (d) qua điểm M,(x,. y„) và có hệ số góc k là 
y-Y,=kj XỤ 
đường thắng (d) không // với trục Óy 
3) Nếu đường thang tả) có ứ(A,:a,) với ai 2 O thì hệ số góc của đường 
thẳng (d) là: k 

‡' 
3) Nếu đường tháng (d) có hệ số góc k thì đường thẳng (d) có vectơ chỉ 
phương ứ(1:Ñ) 
4) Đường thắng td) có veetơ pháp tuyến ñ{A:B)# 0thì đường thẳng (d) 


có vectơ chí phương a(-B: A) 
5) Đường thăng (d) cất trục Ôx tại A(a; Ö) và cất trục Oy tại B(0;b); 


LÊ. 


â Ặ 3 3.1 X 
a,B z0 thì phương trình đường thắng (đ) theo đoạn chân là (d):— + Ý 
D) 


(Hình 60) 
Ð. Vị trí tương đái của hai đường tháng 
Cho (d0: Ax+BytkC <0 


A:+B,z0 
(đ):Ax+Byt+tŒC ú 
A;+B z0 (0:b) 
Nêu A:.B.,C. z0 
/ B, 
I}đ, cặt d‹ <> 
B, 
3ydJMdhéy AC Ð ,Ề Bía.0) 
Ạ, B £ 
Mình n0 
_` 3 ( 
3)d,=d.+» \ 
A b œ 


E. Góc giữa hai đường thang (đ.); (d;) 


Gọi @ là góc giữa hịn đường tháng (đ,) và (đ.) —š @ = Í(d2: (d1) 
(đ)có n(ÀÁ ý B,r(d tcó n (VÀ. B.) 


In,n.l 


cos?3 h 
In,l.In. 1 
lA A B5. 
COS(0 
\ lv A l) 
Với + ð - 00 


E. Khoang cách từ điểm M,(x,: y„) đến đường thàng (À) : 
Ax+lix+€= 

R LAN +1 Œl 
dđịM VI) 

NA h 

Chủ ý lì Ngư d(M cv - 01h M(X: y,) c(Á) 
3 Nếu có MỈjLx,.v/1 vú ME4S2y-) 
8 GẦN, + CJUNS £ By. + €) >0thì Mụ; M: cùng phía với (A) 
bị CAN + BV,C€€JCXS + By + ClÍ <0thì Mj;;M;: khác phía với (A) 
Trong đó CÁ) AX + BH ĐECc=0 
3) Một dường thang được hoàn toàn xác định nếu biết M,(x¿: y„) 6 (đ) 


ä) Điết a1, .1,} 


bì biết nUÀ.B) 


€) biết hệ số nóc k 


H.CÂU HỞI VÀ BÀI TẠP 


CÁC ĐANG TOÁN CƠ BẢN 

1. Viết phương trình tham số, phương trình chính tác của dường thẳng (d) 
Phương pháp 

8) Tìm vectơ chỉ phương a(a,:a, ) của (đ) 

b) Tìm toa dò MAx:vy - (đ) 

e) Viet phương trình thám số hoặc phương trình chính tắc của (đ) 

Viết phương Hình tham số. phương trình chính tác của đường thẳng (A) 
trong các trường hợp sau 


Đường thủng CÁ qua M CS, y2) và aGI,:a,) 
a) M.(3 1); ứC3; 4) 


h)ì M,u„u\(Ấy-31::ớ( 1:31 


TẾ, Viet phương trình tổng quát của đường thẳng (dì 
Phan + nhân 

a) Tìm veetơ pháp tuven n€A:B) z 0 của (vì 

b) Tìm điểm MAx¿x !- (dì 

Œ€} Ấp dụng công thức Á(v XxJ)+BR(y- yu)=0 

L Đưa phương trình vẽ dàng 

ÁN ly tC=U 


tap phương trình tạne guát của đường thẳng (đ) tron các trường hợp sau ; 


1) quái No: 3): nịÍ 
9) vua XI ớ (È I1: nỉ: T3 


j qua Moc3c 3l : $} 
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Vấn đề I 

Từ phương trình tham xà của đường thất + tử) lấy viết phương trình chính 

tắc của (d), và phương trinh tròng quát. Biết phương trình tổng quát của 

đường thẳng (d)- Hãy viet phường trình thàm xố của tđ) 

Viết phương trình chính tác và phương trình tổng quất của (d) trong mỗi 
trường liờp sau 


lễ ĐÀ) 
a) (dì tc 
ly 30t 
vĨa ° 32a 
b) (ơi, : NN ‹ 
ÿ 5 NỈ 
X 1 
€) (dđ) Lé 
V- lì 
X 
đ) (d) 
Y 


Hãy viết phương trình tham số, phương trình chính tắc của đường thắng (d) 
trong rìói trường hợp sau 

ñ8)(d):7x ?y 7+0 

bJ(d):x 2y lợU 

Cho AABC., M.N, K lân lượt là trung điểm BC, CA, AB với M( I: -l); 
N(!:9): K(9: lì 

a) Hãy xúc dịnh toa dõ các điểm A, B.C 

bì Viết Phương tình tham số, tổng quát của các đường trung tuzến của 
AABC 


Vân đẻ 2 
Xúc định vị trì tướng doi của hai đường thẳng. Lạp phương trì: đường 
thàng thoa man các điên kiện cho trước 
Hãy xác định vị trí tường đối của các cập đường thàng sau đây, nếi chúng 
cất nhậu, hãy tìm toa độ giao điểm của chúng 
a)(đ):2x+â3VvV L1 Ú 
(đ):4x+§y 6-0 
b)(d,):4x -y+2=0 
(d):-8x+2y+l <0 


[x--5'11 |x-412u 
€) (d,) (d.) tueR 
Ìy À 31 I 7413u 
đ)(d):x+y *=U 
|a ÑŠ‡T 
tán : tR 


10. 


II. 


2. 


d:cd) 


| s 
k3 wáa W4 Í ytiMm 
eì (đ (d1: ể 
| S 3 10 
La phương trình thám số của đường tháng (đ) trong môi trường hợp sau : 
A8 gu A( 1:2ivà/(đ )15X 3y+1<=0 


biqgua B7; 5lvà, (đ1:x+3y 6=0 


c¡gua C( 2: 3i và có he số nóc k<= 3 
digua M3: 6i va NI. 3) 
Chủ Ý 


1ì Nếu (đ) /(4)) thì hài đường thàng qua Mi(x¿ vị) ; Mi(xs vì) với M.zM: 
những có cũng vectø chị phương ứ hoặc cùng có vectơ pháp tuyển 7. 

2) Nếu (d) - 0071 th vectơ chỉ phương của (đ) là vectơ pháp tuyển của (d`) 
vũ ngược lại 

31 đường thung clỉ giá M.M, với M,z M.thì M,A/; là một vectơ chỉ 
phương của tả), 

Cho VABC, biết định CCl:— 1) đường cao và trung tuyến kẻ từ đỉnh A có 
Phương trình tương ứng là: 


(d2: 3y+13=0 
(d):23x+3v =0 


M 


Lập phuơng trình các cạnh của VXBC 
Cho AABC. bút ÁCI- 3 và hai trung tuyển xuất phát từ B và C lần lượt có 
phương trình: 

(d):sy E=U 

(d,u:x 3w=<U 
Lập phưøng trình: các cạnh của VABRC 
L.ập phượng trình các cảnh của XABC nếu biết BC 4:- Š) và hài đường cao 
lần Tươi có phường tình 

(d?:5w#3w 4=0 

(d1:3x tÑy tl3=0 
MIột cạnh của XVBC có trung điểm MẸ l: 1), hai cạnh kia lần lượt nằm 
trên hại đường thàng 

(d1: 3N ty t3=0 

§C j + 
(d) tcNÑ 
| 1 

Liậnp phường trình cạnh thứ 3 của vXÚC. 
Cho hình vuone VXBCD, đỉnh ÁC 4: 5) và một đường chéo năm trên đường 
thẳng có phương trình : 
(cl):7x-y+BU 
Liập phường trình các cạnh của hình vuông và đường chéo thứ hai. 
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13. Cho AABC. biết G lị trong tâm của tạm giác : G(—23;:—l) phương trình cảnh 
AB:(d,): 4x ty + l3 — Ö; phương trình cạnh AC: (d:): 2x + 5y +3= 0, 
Viết phương trình cạnh BC của ABC. 


Vấn để 3 
Khoảng cách từ ! điểm đến | đường thẳng 
Phương pháp 
Ð) Để tính khoảng cách từ M.(x: y.) đến đường thẳng CÁ), áp dụng công 
thức : 
đ(M,.cÀ)) M . Su b lở 
VA !B 


2) Cho(A): As+B¿y +C,=0(1) 


Cho (A2): Ä›x + By +C=0(2) 
Giả sử (A,) và (Á.) cát nhau 
Gọi (đ,): (đ.) là hai phản giác của góc hợp bởi (Á,) và (A-) 
M(x; y) c(d,): (d.) < › dđ(M. XJ)=d(M.A:) 
IAjx +BytŒ,E TA¿x+B,y+C, 


wVA¿ 08 jJA‡+ 


Vậy phương trình hài phán giác của góc hợp bởi (ÁU) và (A3) lâm lượt có 
phương trình : 


Awt+tBiwy+€,  Ávxt By ÐC, 


a) - ——— h - 
VA; 0B VA) 1 

AxtB,uwvi€ ÄA,xtByi€, 
VA:+B VA:+B 


HE BÀI FẬP VÀ CÁU HỘI 

14. Cho AABC có ÁC 1: 3): BC: |) TỊ là trực tâm AABC : Hị 1. 2) 
a) Tìm toa độ diem C 
b) Lập phương trình các cạnh của VABC 


1§. Cho AABC biet ÝV 'rR(I: 3) vàCO: 3ì 
Ð) Viết phương trình š ác cáah cua XABC 
2) Viết phương trình đương nhân giáe trong và phần giác ngoài của ? Ít 


16. Cho hai đường 


d\Ủi.x y T=0 


a3 Tỉnh Khoai 
b) Viết phương trình dư (trang (Á 
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l7; 


18. 


21. 


. 
. 


33, 


Cho điểm MCI: 3Í Lắp phương trình đường tháng (đ) qua M và chân trên 
hi trúc tọa độ hàn lo mì thang có đồ đài bảng nhaàu. 
Lập phương Hình dương tháng (dì đi qua M (2; 7) và cách điểm NI: 2) 
một khoang bang Í 
Chatd)J:ÿX ấy rộ 

(ửđ/ÿj3x & 4 tt 
Lztp phương trình đượng thang tử) đồi xứng của (đ:) qua (d,) 
Chơ VADC biết phương trình cạnh BC : 

qÑdC):dxX ý t3=0 

Hai đường phần piác trong của góc lÌ và góc Ể lần lượt có phương trình 
td,}:A- 3y + l1 z0:1d.1:x+y+3<=0 
Lập phương trình các cạnh XB. AC của VXABC. 
Cho A(U: 2); BC}: }) và đường thấng(đ):x ý 1=0 
Tìm M(x.V) < Cả) sao chó 
a) MA + MB = nhỏ nhật 
b) MA - MBI = lớn nhất 
c) MA MAI = nho nhĩi 


Văn de 4 


Góc giữa hài đường thành 


Gọi @ là gốc piũua 2 đường thăng 
t4,): A¿& + By #€,=0 
(LÝ): Á„x+ By +C.=0 
lAÁ VÀ B,B.I 
CÓNS, — COSC.N,..\ ) ï —£") 
VA,t+,VA;, L8 
(0ˆ°<@= 90) 
a8) Xác định nị:n của CÁ CÁ) 
bị p dụng cong thức (Ý1. Tịnh cós @ 


€) Trong môi số trường hoi đặc biết tĩnh số đo của góc (0 


Tìm póc giữa hai dường 
wÈ(đ,)¡l( 2v tóc Ô 
(đ)r4 3V +0 

IMi (dd 1! X.# ÂN + ‡ Ụ 


(d‹:Ở2S ve s0 


thung trong các trường hợp sau : 


Chữ húi đường thẳng CÁ và CÁT1 


(M)f 
|y kể, 
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24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


40. 


a) Tỉnh cosin của góc tạo bới CÁ) và CV) 

b) Viet phương trình các đường phần giác của góc tạo bơi CÁ) và (A) 
Cho VABC cân tại A 

Phương trình các cạnh 

BCrd(@y):2A ly Š 0Ú 

AB:d(vy)Ex + v £l ~Ð 

Lập phương trình cạnh VC biết cạnh đó đi qua điểm M(I: 1) 


; Cho điểm A(T; 3) và đường thang (V):2X 60y+3<=0 


a) Tìm trên đường thủng LÝ) hài điểm B và Ở sao cho VABC vuông cất trí A, 
b) Tính diện tích ABC 


Văn đẻ 6 
Các hài tập tự luyện 
Cho 3 đường thinpg CV) (X3), (X3) lần lượt có các phương trình 
GMI):ảwu 3y + 1=0 
(A33:3X 3y +5 £U 
(AM:3x 7y 2=0 
ä) Tìm toa dộ các giao điểm ;: A =CXJ) CÁ) 
B=(A) (A3): C=(tA3m () 
b) Viết phương trình đường thắng qua A và vuông góc với (A;). 
€) Tìm toa độ HH là hình chiếu của Á xuống đường thắng (A:). 
đ) Tìm tọa độ K là điểm đói xứng của Á qua C\;). 
Tìm tập hợp các điểm M(x: y) cách đều hai đường thẳng 
(dì:A 3y +6<=0 
(d.):x+y 9=0 
Viết phương trình đường tháng CÁ) đi qua MÔ; Š) và cách đeu nai điểm 
A(-T; 2) và B(3: -Ð. 
Cho A( -3; I9: B(1;ã): C3: 2) 
a) Tính đề dài VB, AC 
b) Tính cosBA( 
€) Viết phương trình các đường phân giác trong và phần giác ngoà của góc 
Á và góc B của VABC 


Ti 


Cho 3 điểm AL T:1): BI; 1): (1: ` 1, Tìm toa độ định C của A2BC nếu I 


là tâm dường tròn nói tiep VABC. 


II. HƯỚNG ĐÂN GIẢI 
CÁC ĐANG TOÁN CƠ BẠN 

8 34 4 

E, n}(jJƒ - Túeh 
yl‡+H 

7 l 
(ẤY: sac: 

3 $ 
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|* 5%. 4 
bì cÝi t R 


|: ?:a4 


* Ã % 
CÀI 
Ị 7 
Khóng có phương trình chính Tác 
Chủ Ý 


afa,sä ) ngư. =Ø hoặc a- = Ø thì không có phương trình chính tác. 


8)(đ) 4X T70 31700 
€zẢ4Nx F7v TA Ö 

b)(d) 30x 3 \ 
KhẾN ÿ TỊ (Ô 

€) do ứCE 3) (3: 1Í 
(đ)?â@x 3) (Hy #2‡= 0 
©S3x 4y 7:0 


Văn de Í 


Jx'. E ở 
a) (d) tc l 
ly 


3:£d 
a(-=2:1) 
Phương trình chính tác (d) 
g8)" ý 4 
(d): ` 3 


Khi do C1: 23) Moi], 3) 
Phương trình toi quát (dd) 
(x- Hì+2(y  ij=U 
c»xwu®+ 0y 7=U 


* Chu ý - Và có thế viet phương trình tổng quát của (d) khi biết phương 
trình tham số và phương trình chính tặc của (đ) như sau : 


Cúch Ƒ. Từ phuơng trình tham số của đường thẳng (đ) - Khử tham số t 


xX:l¬ðfg Jx 1 2 
(dì 

ly 1:4 3y 13 
Công từng về : 
x+32y 7=U 
Cách 3 - Tù phương trình 


(d)Š rên âu 


) 
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270 


xm=3-1 
b) (d) 1! R 
y- 5 3 
Phương trình chính tác của (d) 
x3 yg19 
(d): 25ẾN 
ì 
# Phương trình tòng quất của (đ) 
3N 61 304) 
Mã mỦ 


3i(h) 

Cộng từng về: 3x ty lỗi 
>xẳn vy ll=U" 
hoặc từ phương trình chính tác của (đ) 
=3(x=2}= 4y t5) 
$3~3x+6= Wy Rđ«ezäx y - [I=Ð 
Câu e, d: Bạn doc tự pin với chú ý : 
€) Không có phương rrình chính tác chỉ có phương trình tổng quất : + 3 =0 
đ) Không có phương trình chính tắc chỉ có phương trình tổng quát ;¿ - 2=0 
a)ì(đì:7x. 3ý 7:0 
Cúch 1 : Cô HỆ: 2ÿ š ú (3:3 
Mo(l; 0) c (d) 
Phương trình thizn số của (d) 
ti 31 


X 
(d) !. R 
W+: TH 


Phương trình chính tác của (d) 


(d):Ÿ ha 
2 Ÿ 


Cách 3 -ĐạtLy t1 
7x = 31 - 7:0 


K* TA =1 tÀIcsw+ lE  Í 


(0|””””?'R 


b) Độc giả tự ehú với mới trong các phương pháp trên, 
a) A(II: II):BU?; 9): Ct 9:7) 
b) Phương trình cạnh VD 


¿Am K(9:]! 
ã-MN 4210) 


W_ t(dUt 
6đ(ẤB:ŸN y 1U 
Tưcng từ cho tì các két quái 
(đồ: xe v \`=f 
(ĐC: X 5y L41<0 


a)n, 'n/Cl3) 


"nụ, 0.kŠ) 


I 1: không cũng phương vậy (d,) cát (d:). Tọa độ giao điểm M, 


b) tí ‡ l”n,( &2). 
Tạ có: Ạ 5 ,C 
À: B L6 

(d)/(d-) 
€j dụ -(:2) 

uy a.(2:3) 
(d,) cát (d-) 
Tìm tọa đồ giao điểm Mo 

J1 1: 2u ". 3u A. 2 

| t131 7Tiu |3tU 3u 4 lì § 
Tha: u.1 vào phương trình của (d,) hoặc (d›) tà được 
Tọa độ giáo điểm : MỤU L3) 
đ) Thay x. v từ phương trínE (đ.) vào phương trình (đ,) 
3+ | 3s sJ-| 

MoU: _l) 
Vậy (d,) và (đ.) cát nhau 
đ) Đa phượng trình (d-! về dạng: tham số 


[x SE) âu 
(d2, 
lỳ + bu 


ũ { (:2):a,.(Š: 6) 


MI 


uc lề 


Xét tệ phương trình 


Ì:-1- 2130 fidu ] 
cà 
ZE3f +4 6u |3ii6u: 2 


Hè v3 số nghiệm nền (đ)— (d:) 
e) Bín đọc tự 8a, 
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2 


=) 


8) tđ3š ñ,% 3 ~a, C31 


Đường thàng (dì qua AC l: 3) và có vecte * phương a(C3.Š) 
t Ề I Ệ 


[x=-I+2t 
(đ) I 

Ìy >iã 
b) (đ): nutl:3 > V1 GÌ) tđ) nên veetơ pháp tuyên của (đ) là cectơ ch 
phương của (dì 

&=7#1 

@®)| ` IR 

Ìy S5» 41 


€) Phương trình (đ) có dạng : 
Y—Y,=k( -w) 

$sy -Ä⁄= 3w +31 

€@-3x‹ ý 3 04/5444 y423<0 
n:l) >a( l:ầi 

Vậy phương trình tham số của (d) 

t 


x=-2-I 


¬ g 


y 3iäI 


địa MN 9) 
Đường thắng (dì qua M thoặc qua N) có a(2;—0) 


[x=3+2t 


Mu] l 


ÿ 6.4 

Phương trình cánh BC - 

Vì (BC) ¡ (d,) nen 

(HƠI? 3S 3y C :0 

Vì C« (BC) Œ= 1U 

Thay C = TÚ vào phương trình CC) 

(BC):3x+2y 10-0 

Phương trình cảnh CÁC! : 

A=(đ,) (d3) - Tọa đọ A là nghiệm cua hệ. 
2x=3y112: U 

mm ầy =0 


› A( 41) 


Phương trình canh CÁC) được xúc định bởi : 
: [quaAt +) 
|quaCt4: Bì 
(AC):3x+7y 5=U 
Phương trình cạnh (AB) : 
Gọi M là trung điểm BC : 


(Ac 


9, 


AÑ ĐA 
HN: 
1% $X 
Xá- diphioa do 3 
`. \ 
l: ) 
\ ` \ 


Plnfơne trình canh XH¡ 
(AC š '} 
(Bì 
viHABISc ˆ¡ 


(AB): ĐA £ LÍ Ý U 


Gọi (x:$) là tro tiên: X.VB( 
G =tdu), tdá) 
Toai do G la tiêm cua hẹ 
4 2u+ll !Ú 
(ŒI.1) 
1 1 
# GọI A, là điểm: đột sung của .\ 1ua G 
|x tr Š 
X.( 
WW. la 3 
Viết phương Tri) đường X7 qua A và song song với (dị) 
qua (Í: 1 
(AI) Ị Ị 
|cú XECIØ có + pPHườn: của GẮ: ) 
UWMhd 3v 3 
# B=(CÀI dd 1 Toa do B là nghiệm của hệ 
ÍK:. 3w 5 10 
1 x lì S:l) 
IU 
# Hoàn toán to¿se tú Tà có tọa đọ CC 3, 1) 
Eừ đó từ có phương trình các canh 
§ájsš KT SN ú 
đục & so 1 =0 
xe ÈUNCO y4 3- 0 
Chủyý:B( 4l: +1 c (tả 
B 6e (d2) 


# Phương tình cảnh XH vuang góc với dường cao (đụ) có dạng: 
(AB):3x ấy: C: 0eolr AB 

nên thấy toạ đọ .š vao pÍ oine trình CAB) tà dược C = 13. 
(AXHEA3X 5ÿ 13+ Ú 


# Phương trình ý ảnh SC - cả.) có dụng: 
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(BC):Sx 3y 1+ €C<U 

Thúy toạ đọ B vào phương 
trình (BC) ta được C = T7 
(BC): ấy I7=Ù 

# Toa độ A =(BIc (d2) 


ÄNil: 3 
# Toa độ C =(BC) c (dị 
ŒC( 1:3) 


"hương trình (\XC): 
(AC) 5x t9y I=U 
3 ‹U Hình e1 
B(3-4) 
3- 0 


Í5x 3y: 
xi: 
# Phương trình đường thang ÁC: qua A và vuông góc với (d-) có dạng: 
7y+€Œ@=U 
ì dLÁC) qua A sC < 5 
QMUACk 2v: 7y §=U 
® Phương trình đường tháng BC, qua B và vuông góc với (d,) có dạng: 
Ä4x+4dy+€C=0 b 
* VI đ(BCVdqua ĐC: 21 
địBC)ấx 3‡y 35 :Ú 
KẾ mác K hụằ« ˆ 
Töa độ C là nghiếm của hệ 

[Äx 4ý 33 0 
|?x 7y 5 0 
# Phương trình đường cao xuất phát từ C là đường (d;) qua C và vuong nóc 
với XB 


tờ 
~ 
| 

{ 


C(6:1) 


(d:}: 3š +ấẤy - 313 =0 K 

Ñ Ñ h I : “lu 

1L, tứ — (:R ` 

ý 1 . ` 
phương trình tôi: quát của (1 (d) Z —— 

h 8 NT 
X4 2a=U xưa) 
®t dyw#K by 2Ù T 

jimi sẻ 


iu ¿ 3X + 6ý + Ar 8 

# Dễ thy M € d,u:M c đụ 
Vậy M là trung điểm BC 

# Acdju,c d 


# Lập phương trình (d:) quá M và /(d:) 
374 


tỈ:)ze+y CÚ 


đt d0 qua M 1:11 óC=0 
lỈJ:v ‡ ý =U 
CiọijN =(d,) tdt 
3x tÓv Lãi Ầ ì 
NL : ì 
\ ụ † Ù © 
# Xúc định toa do C 
Ñ¿ £Ñ&, 3® lA*, 34\v X. 
$s Pặ, Ẩu % 3W, W 
4) | 
€t vu) 
LỊ 
# Ta do B: 
‹ ¬ 
Âm HẦU CN Âu cu. #% 
; 3 3 ; 
Vụ lXSC Wụ Xục “Xp ŸỤ 


#1ấp phương trình đường tháng (dđ) qua B.C, 


dh Ko l 
|ú Bể 
(3an dọc tự gi) 
12. ?AC 45) 
#(cl):7x- y+š=0 
*Á: Œ€ (dì 2» B.Dr tải 


Cách giải tương tự như bài 9 
Fan: đọc tự piat 

13. ? Xác định toa dộ A: Á =td,) 
@( 4:1) 
# Xác định toa do GU2:2) 


# €hoi M X: Vy} sao cho M là trung điểm cạnh BC 
3 


“AM 


:(đ:) 


AC: 


AM 


z 
“Z 


M(C 1; lì 
Cách giải tương tự nhữ bài }9 
Eart đọc tự giải tIệp. 


Hình 6-‡ 


bỏ 


tk 
„ 
ta 


14. 


16. 


376 


q8) Toa độ điểm C: C (2:35) 


b) Phương trình các cạnh của XABC 


\ 
tx ÄX=u 
*®#(AB)Kvge3y 5S=U 

ä) Phương trình các cạnh của VABC 

#(AHY-2x 3y t7=0:td,) 

#(BC):5x+y  8=0:(d-) 

#(CAI: 3x# 4y t3 <0:(d:) 

b) Phương trình các đường phần giác trong và ngoài của BÁC 

Gọi MIx: y) là điểm đường thắng (d) là phân giác của góc B.AC thì 
khoang cách từ M đến AB bàng Khoảng cách từ M đến ÁC, nghỉ là: 


3x:4y:2 | x 3y+7| 
d(M.d,) =d(M. d,) < >» S= Ô _——_ 


€> VI3(34'4y¡2) LSỢN 3v L7) 
|(3J3- 10x céN3 c15)y 3512/13 =0(4,) 
<> Í 

= ạ ¬ z 

(3/13 1100 051 -vIẦny (35: 2/13 — 0(đ,) 

Để xúc định phương trình nào là phương trình phần giác trong vì phân giác 
ngoài của góc ,XIC 
# Nếu B và € năm khác phía (d,) hoặc (d.) thì (d,) hoặc (d;) là phương trình 
phân giác trong: phương trình còn lại là phương trình đường phản giác 
ngoài. 
# Nếu B và C năm cùng mọt phía của (đ,) hoặc (d:) thì một trong hài đường 


đó là phương trình p 
trình đường phán giác trong 

Bạn đọc tự Kiểm trà, 

8) Nhăn vét (d1 /(ả:) 

Xét A(1: 1c (dị) 

Khoảng cách piữa (d,) và (d:) băng khoảng cách từ A đến (d,): 


| 31 1-7 á 


ngoài — phương trình đường còn lạ: là phương 


dịA.d, 


vã v3 


6v 
Vậy: d (dd) & 


RỦ 
b) Gọi M(X: vì là điểm c (CÁ) 
Cách đều (d,) và (d.) 


11. 


18.. 


3s @ 1 \ 

BÙ ` 
“1W w Í s @ 
g Ï ti w 7) 


cÿw(—ÑhðÐse v {=U 
Vặt phương tình đường CÝI cách đến (d7 và (d:) 


hIÑPPN y 4+. 0 


Ấp dụng phương trình theo đoàn chân 


\ ®% 
: 


ä 
Do chân trên hat trúc toa đọ các đoạn thắng có độ đài bằng nhau nên 


|:t lh. |¿ + lb› 
¿04 z= l, 
Ñ tì (đ) 12x - 5y+ 11=0 
| tử 
ủ ứ M 
Do (d0 qua MT: 3i nen 
ÿ.ỏ 3 
Ị [x2 I ¡, 3 
4q a (dạ x:2=0 
{d):x4w 3= M 
b)u h bị là 
+ 
I(d) me "ộ» 
xn: 23 4 8 # 
Thấy tọa dộ MT: 3¡ vào td 
: tí `" [ vm |] Hình 4 
a ạ 


t> (6C v lu 

8) Trung hàm Ì 

XNết dường thăng đị qua M song sone với trục ðy có phương trình x -2<0 (d) 
Rõ rằng £Â) cách điểm N mọt khoang bàng 3 

Vậy(d) cv 2 
(Xem hình vẽ) 
b) 7g họgz } 


Ú Tà mọt đường tháng cần tìm. 


Xet đường tháng (471 qua M không sóng song với trục Oy, phương trình có đạng: 
y 7=k(x 3)(đ'! 


tkx y*+7k+7=Útúd 1 
đường thấng (dˆ¡ cách N CÍ: 31 mọt khoảng bằng Í 
: |ktl) 127 3k:7 
@>zd(N.d)= l 
SA: 


21? 


19. 


|k:5]| 
“#W{Ằ .m=== liê TWk+24=k #] 
Vk +1 
¬ 
ca k té 
> 
D 
với K— — ta có phương trình: 
hị 


(đ }: 38 - 5y + 11 =0 

Vậy có hai đường tháng thoa mãn điều kiện đầu bài. 
* (d):.x- 2=0 

*®(đ},12g 5y r1I=U 

(d):K- 3y+0=0 

(d9:2X w 3-0 

Lập phương trình (dì đồi xứng củag(d-) qua (d,) 

Tạ có: A=(d)‹ (4đ) 


Xx 3y+6-U 

: AI3:3). 
Ì3x y-3-0 
Cách 1 


* Lập phương trình (d) qua A có hệ số góc k, đường thẳng này không song 


Song với trục Ox. có đụng: 
kx y+3 -äk -U 

# Lấy He (d,): H (0; 2) 

# Khoảng cách từ II đến (d.): 
d1, d2) = v5 

# Để (d) đổi xứng với (d) qua 
(đ thì khoảng cích từ LÍ đến 


(d)= và 


ụ 3k - 
d(H:d) E= vŠ 
YR}¡1 
k2 
€$ÖkỀ 7TR 204>| Ị 
|k đ 


®# Với k= 2 loại vì (d)- (d:) 
: | 
# Với k „:d): x‡2y 2=U 
Cách 3 
#1.ay B\(2: 1) - td.i 
# Lập phương trình (d.) qua B và vuong góc với (đ,) 


Hình 6S 


M t1 tả) 
Xức định toa đo C là điểm đối xứng của B qua M. 
Việt phường trình cd) qui ÁC, 

Cich 3 

oi ð là mọc giá (đ và fđ.) 


W,t96n, 3⁄01 


điị 3â » s 
CONI 
wlỦyÄ vÃ0 š3v12 


Ne = 
CÔNG ao đã 
› 
Vậy đường tháng cả: đối xứng với (đ) quá (dị) thì (đ) tạo với (dị) góc 45” 
hi mọc giữa (ải và cử! bàng 90 
Từ đó chỉ cầu viết phương trình đường (d) vuông góc với (d›) tại Á. 
|ata \ 
(d) | 


lụ, ly (l3) 


Bạn dọc từ giải tiếp 
20. Xúc định toa do B: B = (1, (d) 


: f$ yvt3 Ö 5 
Töa độ B lá nẽltem của hệ Ễ x5: ) 
\ dv# | 9 T7 


® Đo (dị) là phản giác của B. nên cạnh AB sẽ đối xứng với BC qua (d,) 
# Chọn M(Ó: 3) ‹ dự, 
Lập phương trình dường V qua M và vuông sóc duy 

quaM 

lúA ú D)) 


M 
(ÀM:2xèyw 3 Ũ 
#(x.y)=CM‹ dị 
#0; 49 

# Gọi N là điểm đối xúng của M qua đường thắng Á 


ÄX\„U#W,. =2& 
su x5 * M1 
' 3 

(Xu !Xx SŸn 


# Phương trình cảnh VB chính là phương trình đường thắng qua B và N 
ST 
jgquaBC: 2 
1 


3 


đu, 
qua N(3:1) 

đau ŸX + l9y + 3=U 

* Tương tự: Cạnh AC đói xứng với BC quá (dị) 

Để ngÌỉ bạn dọc giải tiep như đã trình bày ở trên về phương trình cạnh AB. 


279 


„ (h.6@) 


a) À han vết 

# Thay toa do 2Á vào phương trình đường tháng (dì 

ð 3 lbs eÐ 

# Thay toạ do B vào phương tình đường thang tả) 

3 d4 l= 3< 

®* Vậy A và B vùng năm vẻ mọt phía của đường thang (dì 
# Gọi AT là điểm đối xững cũa ,\Ý qua (d) 

Lập phương trình đường tháng CÁ) qua AÁ và vuong sóc (d) 
xua A 


( š 
|ñ\ . 04) 
VÂN: $8 c0 5 
# II =() c đ toa đo TT là nghiệm của hệ: 4 
Jx y II U 
Ìx-y 2-0 r1 
3i II 
ĐỀ 2 0 Ỷ : 
** Xác đỉnh toa do A ,, 


h 
' # Z4\ 
‹ NV *x (0) 
Ñ, Èw. 3w _—— -† ——— 
` ` HỊ M K 
ŸWạ tý ỶNu h 


qua Mo(l: 3): n(4 7) t⁄ 


a(,a.) Air z0 
đlình 0ñ 
® Tọa đọ VO3¡ 1) , 
Tạ có: Neéu K là điểm bát Ký ý tả) thị KX+KB>AH. 
Vậy KA+KB nho nhất<£ » KA+KB=AB. 
®#Mặt khúc tì có: 
MA+MB =M.VI:MB =MA+MB <AB 
<3 A'M.B tháng hàng và M năm trong đoạn AB 
#Ðể xác định Mè (di th M =t4) f]d(VRì 
#1,ấp phương trình đường dA*B) 
(qua B 
d(AB)-.. »m" 
(A--BA" @: 5) 
Vậy phương trình dịA*B)=(d) 
(d)=5x+v 11:0. 
#Toin dộ M= (d?(d) 


j g 1 tủ 
|ãxiy HTU 
53 
M(Sz } 
3: 2) 


`... 
c 


Vũ de NVIEMH =nhe ah và Mc tì th MC:” } 


Ù 
1 


b0 MEY MT Emanon 

"vác NMEA NUYI< vBR 

Hến PM X MB Llon nhàn - VB 

Khu do diem Á thaa màn đồng thời hài điệu Kiện: 
|M¿M 


EM tụ 
|M.X.Ð thủ 


1é và M tim ngoài đoạn (XR 


M.X.B tàng hung vẽ M Hàm ngoái đoạn (VB 
Tí vắc định điểm M nhụ sau 


# Viet phương tinh cượng thành CV qua X.B _ 
#'TUnn toa đề MẸ MS ¿ XiZštdì 
Cu v 


AI Nếu (XS hi=M bật toán có nghiệm 
bị Neũi V12(d: vải toán vò nghiệm 

€1 [MS MA ILuno ni 

Taco: NV XU Vậy 

[MUA MBI nhỏ mhiất : * MXEM 
Tức là KT thuộc trưng trúc của ¿VB 

M thỏa mãn đồng thời hàn điệu Kiện: 


JM- 0h 
|M £Ý Hà đúng döïän của AB, 
Me tủ) (VÀ 


Bài toàn vớ n† nem tiêu CV”? Í (4) 
Để néÌn Bán đọc tự tát và Kiem tra Ket quái của cản b) và e) 


kJ 


„ 8) KếE qua CụNớ= ˆ t„= tŠ 


24. 


b) KẾT quú coxs=U => @ 00 

(d,1 và tđ suông 8ó nhàn 

0) Kết qua cós ¿2 =U 3 @ :90 

bì Phương toinh các đường phần piậc của nóc to bởi CÁ) và CA”) 
“(N 3WtBÄ Ö 

#(W: 3vfy19 0 

A ABC cần tì Vnên BC 

Nếu tính được cosH. tạ tính được cosC 

# Lập phương tình đường thăng CV} qua M(I;1) và có hệ số góc R, phương 
trình có dạng: 

W I=MN lis» KÝ yEl K=U 


đực lế thàng này Khong song song với ÔY, 


38Ị 


25. 


* Cos B trong do B là póc nhọn giữa AB và BC 


26 
CasB = `” 
36 
#Œos €: trong đó Clà sóc giữa BC và đường thẳng (A) 
|2k : 4| 
C6øNC= „ 
MI3vk ¡1 
3 3k›+3 
do cos B=cox(C<è Ÿ”z Ĩ $ 
36 VI3A&`¡1 
„` | 
©©7k`+ 24k + 17= 0<» %. 
J 


(a -b+c-U) 
*K=-l:(Á¿txx+yx 3 0 
(Loại vì Á, qua M những song song với AB) 
I7 
*k= ' :( A3: I7x+?y- 24 = Ú). 
Vậy phương trình cảnh BC là: (A): L7 +7y - 24<=0 
 gua À có hệ số góc k (đường thắng này klông ;ong 


a) (d) là đường thả 
Song với trục ÓC J; 
y 2=k(x 1) (dì 

€&$kx-y+3 k=U; n,(k:ll1 


Gọi@ là góc giữa (d) và (Á) 


[#k . 6| 
Cox@ = l 
2VI1Uvk ¡:† 
Để AÁ ABC vuông cản V =>» @= 48 
3 R<$ 
©Cosø@= „ c>3k 3k 2clliœ n | 
3 = 


#IR =2: (duy n g. 0 


C=tđ2vx( Ads C( KỆ ° 


l 
*k= {d:x4+3y 5Ð 
b) 3 


l) 1$ 
Ì 
I5 10 
Vậy ÁA ABC vuông cần 6ú A:td.T (dị) 


B=(d)/3(AƑ Bí 


26. a) Toa đo các điểm 2V.B.C của ABC: AI 


29. 


{ 
bở Suy tườn vĩ điện tịch) 
MỸ 


Tiã 
„?x'*¿,BỊ h 3 
à 5 17 l7 
bố Đương tháng CÁ dua Ý và vuông póc với CÁ.) 


(Abfx+2w lã=ñn 


§ : 09 ] 
€) Tọa đo hình chiến ĐH của A xuống đường thắng (Á;): H( , # h 
Ä3 3ã 
: 7110 529 
đ) Tọa dọ K đút xứng của À quá CÁ) K( : b 
“su 1% 265 


37. Tạp hợp các điểm Mx:y) cách đếu hai đường thắng 
tủ 4 $\ Củ 0Ð 
(9): 0U 


CAUkE(CV§Š lIx#dtvŠ tầy (0VJ5+6)<=0 


(ACVŠIDX (3rv5w+6 9.5 =0 

28. Đường tháng qua MÔ có dạng 

atx-2)'+b(y 5}=U CÀI 

# Vị dường thàng này cách đếu Á và B nên: 

at 3) ch ÄJ|- Ja(3) + b( -ĐỊ 


đ(A: Ai=dtB:V) +3 nó - tt: 


Va ¡(b wa +b 
©>l,äa Sbl- [3a bí 
b 
chọna=l >»b=-3 
b äacazU 


a)bhzU »x 2=U(\} 


a) AB= vIà: AC=5 
6x13 
b) cos HC BH 


úA 
€) Phương tình các dường phần giác trong và phân giác ngoài. 
* Của nóc A 


(V13. '0 ¡(1/13 (15 35:2/13-0 
(V13 (100 (1/13 11591351 2/13 <0 
* Của póc B 

( 2v2)§tQÄWvV?3+:lN 73 8 Ö 


( 


ti 


L2V)14X (3/2 Íyt7V2 8 Ú 


40.(h. 67) 


284 


Đo T là tạm dườn 


# đô noi tiếp ABC nền T là giáo điểm của phản giá 


trong của sóc .Í và sóc / của VÁBC, 
Phương trình đường ïhang cd,? quá BI 

tUUy§ I 8 

Phường trình đường thang tả? qua AI 

(đ&):3x ly + 7=U 

CÁ J) Tà đút thăng quá: cVÝ và vuông 

góc với td +! 

(ÁJ:W# 10 


HH =(dl)- CAI) 
HU: 0 Hình n2 


CÝ:) Tà đườn+ thăng cua B và vuông póc với Cd-) 
C&@:‡A 3y T6 ÚU 

E=(tdJ) +\2J 

gí +3 T5 


Gọi A” là điểm đói vững của À quatd,): A” © BC: 
ArG:; 1) c bà" 
Gọi BẺ là điểm đói vựng của Bquatd1Bˆ<ÁC, 
Bì _ ¿ |.w@ 
2 nã 
Phương Bình đường tháng (đ) quá VBỀ 
(d:0:/237\ Noy tlI3 Ö 
Phương tai đường tháng (d0 qua BA 


(đ,)? 3 + “*\ II | 


. =1) £ ' đa 
( 340 53 
Ệ Tu 
J313 


§ 3. ĐƯỜNG TRÒN 


1 KIEN THÉC CẨN NHỞ 


Ấ; Phương trình dường tròn 
1Ù Phuong trình tổng quát của đường tròn 


cÍl#. ta lai 3by ¿c0 
(C¡ Xe (Ì) 
« +0 -c*Ù 


Gli: nhủ 


aÐ'R= vaỶ tử =€ 
b) Trong phương trình (Í) là phương trình của đường tròn (C2 phái thoä 
min tắt cả các yêu cầu sau 
7 Các hệ số của X- và v phải bàng nhau 
Trong phường trình (1) Khong chúa số hạng X.V 
#@B- 6©>0 
cÍ Neh Không thoá mãn mọt trong các địch kien trên tì Khong tòn tại 
phương trinh đường tròn, 
3) Đường tron (CƠ) tầm Tú b) và bản Kính R có phương trình 
(€ktx -a†ƒ+ty bị} =sR Œ\) 
3) Trường hợp đặc biết: Tâm L- O(0: 0) 
tCT: ` #W? =R` Ø) 
B. Phương trình tiếp tuyến của đường tròn 
Tiệp tuyến tại điểm M(X:y )< CƠ) tâm Ta; b) có phương trình: 
(đỹ:'0 = 8) XT Ki) #0yø— B)(ý —y.) =0 (4) 
Chp Ý* Trong phương trình G Khái triển và rút gọn để được phương trình 
Ax+y+€C=0 


vẻ địt 


II, BÀI TẬP 


CÁC ĐẶẠNG POAN CƠ BAN 

Văn để † 

Nhận đạng mọt phương trình là phương trình đường trên Em tăm và bạn 

kinh 

Pu pháp 

CacE † 

ä) Chuyen phương trình bạn đâu về dạng 

(C1: VỀ + y`— 2ax - 2by +c=0 

b) Kiểm tra điểu kiện a` + b`-c>0 
dl:b) 

c) Ki đó phương trình (C) có Ý — 
(R=Va` + b`—c 


Cúc† 3 


so 


2Ñ6 


a) Đưa phương trình bạn đầu vẻ dạt 
b) Nếu k > Ø thì phương trình ( 
Tâm l(a;h) 


œ(x-:u)" ®(y bí =k) 
à phương trình đường tròn 


bán kính R = da 3 b—c 


Trong phương trình sau: xÌ+y`—= 6x+ 8y +43 <0 

có phải là phương trình đường tròn không. Kiểm trà điều Kiện 
a eb-c>0 

Kết quả 

a`+b -c>0 

na +h-c<0 

nào là đúng, Kết luận. 


Kết quả 
Trong các phương trình sau đây, phương trình nào li phương trình củ 
đường tròn. Tìm tâm và bán kính nếu có : 

1}x`+y`- 2X „=0 

bì tý, dy+60y 3<=0 


cìw #3VẺ 6gafy 7=0 

đỘN ty 4x 10y+90<=0 
đìXx + - 2y +dy- 10=0 
clx+y tdx-6y- I2=0 

f\x +y`-6x +Ñxy -4=0 
9)2x`+t2y` Jvw+Ñy 2=0 

lị 6x + löy°+ 6x 8v- II=0 
kìx +y ` -4x+6y+l4+m`=0 
(với m là tham số) 

m)x`+y`- 3mx- 230n + l)y + 2m —- =0 
(với m là thám số) 


Văn đẻ 2 

Lắp phương trình đường tròn (C} 

(Xúc định tầm T và bán kính R) 

Phương phán 

E. Gọi (C) là phương trình thoa mãn dieu Kiến đầu bài. nung đất nhươn 
trình vẻ đạng 

UDÙx +y — 2ux - 3by#+c=U 

Lập hệ 3 phương trình, với 3 ấn số là a, b,e với điều Kiện tb c>) 
Giải hệ dẻ xác định a, b. c. 

Viết phương trình đường tròn 

b)(x- a) +(y-b}=R} 

Tìm toa độ tâm la. h) 

Tỉnh bán kính R. 

Viết phương trình đường tròn. 


Só 


đ, 


3 Củ" ÿ 

4U Cảm cạn nhậc KÝ gi thiết để lựa chọn đạng phương trình thích hợp 

bì Net đường tròn (C) dĩ qua hai điểm phản biết ÁÝ và B và T là tầm đường 
tren c Í(X: \I HN tì có ; 

LA lồ =R_ › Tìm 

€7€7 đi quá điểm ¿Ý và tiếp xúc với CÁ): ÁN +£ By CC = 0ú 

2V z dụ, A) 

d)(€) đi qua 3 điểm Á, B, C phần biết Không thậng hàng : dùng hệ phương 
trinh 3 án để đứa về đạng phương trình a) hoặc b) đã nêu ở trên. 

đị Nếu đường tròn (C) tâm T tiếp xúc với 3 đường thẳng (Á,); CÁ) thì dŒ, 
\J)<= dŒ, `) 

€) Neũ đường tron (CƠ) nhận AB làm đường Kính thì : l(x¿, yụ) 


X XI HA 
| 3 
|, . X4 *Yu 
I®) 3 
|„ AB 
R [A -IB 
| hÌ 


[¡ Ngoài cúc phương pháp trên, ta có thẻ sự dụng phương phí quý tích dc 
Vắc định phương trình đường tròn. 

Việt phương trình đường tròn (C) có đương kinh VB trong các trường hợp sau c 
u) AŒ; - 3) :iB(1: 7) 

hì ÁC 3:2): BŒ; -4) 

Lập phương trình đường tồn (€) đi qua A3: Ð): BS: Š) và tâm T thuộc trục Ôy, 
Lật; phương trình đường tròn ngoại tiếp XABC trong các trường hợp sau : 
8) AC: 1: B( -‡ 00; G(—2; - 23 

Bị} Ac1¿ 1) ; B(3: =3, GỤt; 3) 

c) ÁU( |: 31: B(5:61: CỰ: 0) 

Lai: phương trình đường trồt ngoại tiếp tầm giác có bà cạnh trên 3 đường 
thả A 


(41:AX ¬5ÿ ~ 2 :Ú 

(419:/x-y+2=(b 

LÁJ:X+y- Ñ=0 
Lắp phương tình đường tròn biết 
a1 Fam H3: 3): bản kính R = 3. 
bì Đi qua điểm AC3: T): tâm ECT: 3) 
€J guá C3; lì: BS: 5) tâm T thuộc trục ÔÖX. 
đ) Có tạm I2; 0) và tiếp xúc với đường tháng (Á)2xX+y =0 
Lập! phương trình đường tròn (C) qua A(H: 3): B(3: 1) và tâm T thuộc đường 
thắng (1Á) 
GÁA\:⁄4#®3y+ 1“0 

2387 


9. 


10. 


12, 


13. 
14. 


1ú. 


1. 


388 


T.ap phương trình đường tròn (CC) có 
Tâm (5: 6) và tiên xúc với đường thẳng tdt có phưane Gình 
K=2+4i 


(đ) tcR 
v  ẢÀI 


Cho hai đường thẳng : 

kd,}#az2x #y (I=0((dJ:2x ve2<0 
Lập phương 
đường thim 


trình đường trön (C) tiep xúc với (d1: (9 và cc 18M Ð thuốc 
(đ:1 có phương trình 

(đJ¿A y T =0 

Lập phương trình dường tròn (C) qua điểm MT: Ÿ| và Hếp vdc với 
= Tại điểm NCT: 3ì 

trình đường tròn (C) tiếp xúc với đường thu ‡ tủ) 


đường (d):7X ý 


L.ap phương 
(d);x-y -23=U0 

tại điểm M3: 1) 

và tâm T thuộc đường tháng CÁ) 

(:3x y-2=0 

Lp phương trình đường tròn (C) đi qua A(:— T) và tiep xúc với Lục Oš ÔN, 
Cho điểm A(8, 0); B(Ó: 6) 

ä) Lắp phương trình đường tròn ngoại tiến VAOB 

b) L.äp phương trình đường tròn nọi tiếp của XAOB 

c) Cho ÁCE: 0); B(0: 3). Lập phươi 
# tròn (C) 


g trình đường tròn nội tiếp V\C) 
Cho dười 


(TW: x: # w 4x 3y 4 3=U 

[.äp phương tình đường tron (C”1 đốt xung vớt đường Hỏi CC} i1 
Cho đường tròn (C) 

(C}:X ty ~2x- dy+3<=0 

Lập phương trình đường tròn (Cˆ} đối xứng với đường tròn (C7 quá dưcið thẳng + 
(U:x 3 =0 

Cho XABC : B(0: 1): C(1; 0) và trực tâm HỆ (2: 11. Lập phong trình đương 
tròn ngoại tiếp ABC. 


Văn đẻ 3 

Tiếp tuyển của đường tròn 

Phương pháp - Tà xét các trường hợp sau 

Giá sử đường tròn (C) có tâm Í 

la: b): bán kính R 

1. Trường hợp I 

Lập phương trình tiếp tuyển với (C) tại M(X:ZX)< (C¡ 

Giới Cd) là đường thắng tiếp xúc với () tú MỂ CHa có mọi rong hét phương 
trình) 


(Ñ} :(X, - 8J(X= 8} +(y„ bJ(y - b) =0(1) 
xạ †WJý - HX,# Xj— bW,+yl+c=0(2) 
ông thức (1) và (2) dược gọi là công thức phản đôi toa độ. chỉ được ấp 
dụng Khi M (x., y.) là tiếp điểm của (C) 
3. Trường hợp 3 
Đicm M,(X.. 2) năm ngoài đường tròn (C) 
Cu v - Neụ M(X,, V.) năm trong dường tròn (C) thì Không tồn ti] tiếp tuyến, 
tưới 
La phương trình đường tháng (d) qua điểm M.(x..v ) có dụng 
Ax #+ lv + C= 0 hoặc 
W 0W =KW Xa) 
kš  v+w, Ñx,=Ð0; n: l 
Hới 3 
(d) là tiếp tuyến của (C) <> 
díT: đì = R (bản kinh) 
Hước 3 
Kết luận vẻ các phương trình tiếp tuyến của đường tròn (C) 
Cú v - Trường hợp này phải xét cả tiếp tuyển qua M.(N,. y.) và song song 
với Irue Q 
4. Trường hợp 3 
'Tiếp tuyến song song với đường thắng 
tMI:⁄\x + By EC<0 
Rlu đó tiếp tuyến có đạng : (d)): Ax+ By tD<=U0 
4. Trường hợp 4 
Tiếp thyển vuông góc với đường thăng 
(d):2AX +By+t€=U0 
Khi do tiếp tuyển có đạng :(d)):Bx Ay+E=0 
Š, Trường hợp § 
Đii0ne thẳng cdl là tiếp tuyen của (C) tạo với đường tháng CÁ) cho trước 
tóc t(A ' Lệ 
Giới ứ là vectơ chỉ phương của(d) 
đái a.) z Ú 
Gọi ® là vectơ chỉ phương củaCA) 
Bi0tt£ mì z0 
Án dụng công thức : 
la. 
lal.Ibl 
(U°<@ < 90") 
(d): Ax+By+C=0 


cost0 


18. 


1. 


20. 


1. 


tớ 


14. 


la 
Ới 
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Lập phương trình: tiếp tuyển tại M(3; 4) của đường tròn (C) 
(ClW:(x-: lì ty :2Ÿ =8 

Kết quả ad) Mc (C) 

Meứ(C) 

b) Phương trình tiếp tuyến : 

3⁄+y-7=U 

w#y--7=Ù 

Kết quá khác. 

Cho đường tròn (C) có phương trình 

(C):xÌ+y ` -x- 7y =0 và dường thắng (d) 
(d):3x+4y 3=0 

ñ) Tìm toa độ giao điểm À và B của (d và (C) 

b) Lập phương trình tiếp iuyen với (C) tại A và B 


Cho đường tròn (C) có phương trình 
(C):xÌ+y` 6x+2y -6=0 và diểm A(I; 3) 
a) Chứng mính răng A năm ngoài (C) 


b) Lập phương trình tiếp tuyển của (C) biết tiếp tuyen xuất phát từ 4, 


Cho đường tròn (C) có phương trình 
(C):x`+v`- 3x + 0y + 5=0Ú và dường thắng (d) 
(d?2x+y - I=U 


Lập phương trình đường (2) là tiếp tuyển của (C) biết răng CÀ) sóng sóm với (d): 


Cho đường tròn (C) có phương trình 

(C):x`+y`- 6x + 2y =0 và đường thắng (d) 

(d):3x -y+4=0 

Lập phương trình tiếp tuyển (Á) của (C) biết CÁ) vuông gốc 
thăng (d). 

Cho đường tròn (C) có phương trình 

(C} 2% — 2)` +>(y ~ l) =20 


vé dường 


Lập phương trình tiếp tuyển của đường tròn (C) biết tiep tuyến có hệ sơ 


póc k= 2. . 
Cho đường tròn (C) có phương trình 
(Œ:(x=1)°+(y+l)`=10 


Liập phương trình tiếp tuyến của (C) biết tiếp tuyển tạo với dường thắn (À) 


(A):2x+y-4=0 

một góc (0 = 45", 

Cho đường tròn (C) có phương trình 
(x I)'+(y-3)=4 

và điểm MÔ; 4) 


a) Viết phương trình đường thẳng (d) di qua M và cất đường tron (Ó) tại hai 


điểm phần biệt A. B sao cho M là trung điểm AB. 


b) Viết phương trình các tiếp tuyến của đường tròn (C) biết tiếp taVsn có hệ 


số góc k= -l. 


26. Cho bạ điểm : A(H; 1): B(-2; 2); C(—T: ~2) 

Tim tập hợp các điểm M thỏa mãn MA.MB+ MB.MC MC.MA -0 
27. Cho ha điểm: A(I: 2): B(—3: D): C4: 3) 

im tập hợp các điểm M sào cho : MA” + MB = MC 


Văm đe 4 
I. Vị trí tường đối của đường tháng và đường trôn 
3. Vị trí tương đối của hài đường tròn 
3. Phát triển tiếp tuyển chúng của hài đường tròn. 
28. Tim phương trình tiếp tuyển chúng của hài đường tròn. 
(C2): xXÈ+y —§x-3y+7<0 
(C:J: x°+wW` —3x — 7y + 12 = 
29. Clio húi đường tròn. 
(C): x`+y`-§x-0y+7=0 
(C2): Xx +y`— 32x - 24y + 300 = 
a) Chứng mình rằng bài đường tròn (C,) và (C-) tiếp xúc nhaàu, 
h) Việt phương trình tiếp tuyển chung. 
3ú. Cho họ đường (C,,) có phương trình 
Xx'#wW ` 2mA- 2(m+l)y + 2m - =0 


# cong (,) là đường tròn. 


a) Chúng mình răng Vm thì họ đười 


b) Chứng mình răng m thì tắt cả các đường tròn thuộc họ (C,) đếu cát 
truc ÔN tại hi điểm phản biết 


HƯỚNG ĐÂN GIẢI 


a +b -e<0 


2. Cúc phương trình: 
€3; d); đ) Không phải là phương trình đường tròn vì 
dc hệ số x, y7 Khong bằng nhìu 
Hoặc có chứa số hạng xy 
kì „+ b` -c=-(l+m)<U 
nén không phải là phương trình đường tròn 
mì là phương trình đường tròn đúng với mọi giá trị của m 
Các phương trình còn lai đều là phương trình đường tròn 
Đề nghị bạn đọc tự xác định tâm T và bán kinh R. 
43. ä)l(@ 2y: R= 34 
b1: DịR= V34 
€). đ) Ðe nehị bạn đọc tự giải 
4. (Cl:x t(y-5/=25 
Š. a) Gid sử đường tròn ngoại tiếp AABC có dạng: 
(Ê):x”+ y` - 2ax = 2by +e=0 
a+b=c>0U. 


29] 


6. 


# Điểm A (1: 4) € (C) 

I+l16=2a- 8b+c=0 (l) 

# Điểm B(-4; 0) e (C) 

l6+§a+c=0 (2) 

* Điểm C (~2; -2) e (C) 

4++4+ 4a +4b+c=0 (3) 

Giải hệ phương trình (L): (2); (3) với các ăn a.b.c tà được: 
ve =~=20 


(C:x +yÌ`=x—y—20=0 


€) Đề nghị bạn đọc tự giải. 

Giả sử phương trình 3 cạnh của VABC. 
đạn: X—5y—2=0 

đc: X—y+2<=0 

đục: X® ty =8=0 

Xác đỉnh toa độ các điểm A. B,C. 

A = đạn, Ô đạc, 


ÑŒ:) 

A =dứe, ^ địa, 
Á.( 3% !Ù 

A “de, ZY địa 
A(3;5) 


Phương trình đường tròn (C). 

(C): x”+y}— 2ax - 2by+c =0 (®) 

at +b -c>0 

Thay toa độ A, B, C vào phương trình (#) tà được: 
a=3;b=0 

a) (C): (&— 2) +(y= 2) 
b)(C):(x—l)`+(y-2)Ỷ 
€)(€): (x— 10)°+y`=50 

đ) Bán kính R bằng khoảng cách từ I đến (d): 2x +y — =0 
R=5 

(C): (x + 2)” y` = 5. 
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II 


bọ bộ 


II 
ta 


9,2) Chuyển phương trình tử) vẻ đạn 


Giá sự phương trình đường tron (C) 


Ñ ký -3ãN 3đhy+c Ö 
(C) ' ' 
I 3ñ —c >Ù 
`: 3ne (C3) si 3v 3htc 
(3; 1) 6c (Cỳ) ezHU ụ 


[im Tia: bị c CÝ) 


tị bhx+ =0 t3) 
Giải hệ phường trình LÍ); C31: C3): 


J0 


(}x ty -xX+âầy I10-=0 


Gọi R lít bán kính đường tròn (C): 
(dì tiếp xúc với (C) $ s R =d(x: (dị) 
():(x =5) +(y 6) =U 

b) Để nghị bạn đọc từ giai 


=I 


# tong quất 


“. 


tì 


2b+c =012) 


(d):3x 4y -6=0 


10 Gia sử đường tròn (C) tâm Ea: b) và bán kính R 


"1 


Theo giả thiết Ec (d2) 
L0(1; 


tien 


s›d b 


(C) do tiệp xúc với (ở) và (d1 nến tầm T: 


và(d). 


phần giác của góc tạo bởi (đ,) 


Các đường phân giác của góc tạo bởi (đ11 và (đ3) có phương trình : 


{3s+ey=ll 12x-y: 2l 


V5 v5 
tXwš 
NEW cÍ#S#+(I @+£3V($ 
|tÃx?: 
Ề I h 
b Nếu la: b) 6(ÁJ): a yhh 
4 4 
IS) 
R. -dŒ:(4,)=— 
: 2 
\Ý Ý 3Ý EM 
(ŒC,1:|w + +|y+ 
47 ` QỂ V: DU 


Vậy tồn tại hai đường tròn thỏa mãn điệu kiên đầu bài. 
Vị đường tròn (C) tiếp xúc với (dì tại NI: 2) nên tâm T của (C) e đường 


thăng (A) 


|quaN(1:2 [x-11!71 
Mị ý «^(A) 1€ 
Lạ: N y ẻ¿ 1 
do đồ tâm E(I+7t;2 Š) 


R 


(€) tiếp xúc với (đ) Khi và chỉ khi: IN=lRsš[N = RÌ =50t 
Phương trình đường tròn (C) có dạng : 
(): (x=1=70°+(y- 3+0 =50U 
Theo giả thiết MC-I: 2) + (C) 
(I—1—70ˆ°+(<2- 23+ =5 csï= T:š3 6:3) 
và bán kính R=50 §v3 
Phương trình đường tròn (C) 
(C):(x+6) +(y- 3) =50 
12. Đường tròn (€) tiếp xúc với (d) ti điểm M(3; T), nên tâm [ cua (C) thuộc 
đường thắng (A) b 
(quaMG@;I) 
Ñ¡}4 - 
|nd:D) 
A):x+y-4=0 
I=(d)@ (A3: Tọa độ T là nghiệm của hệ 


* (C) tiếp xúc với (d)<» IM=R‹<»R`=IM`=2 
(C:(x—2) +(y-2) =2 
13. Giá sử l(a; b) là tầm đường tron (C) do (C) tiếp xúc với hai trục OXx, ý. 
nên lai = lbl = R 
Trường hợp Í a=b 
(Œ):.(œ — n)` +W-aJƒ=a 
*Po A(2:-—1}e(C)cs(2 afV t(CÍ ai zacvsa 2a+5<U 
phương trình võ nghiệm 
Trường hợp 2: a = -b 
(C):(x- a)°+ (y ") ` =a 
*ĐDo A2: -l)e(C)j est2 all )+( Ì+aƒ =ữ 


Với a=l:b=-l;R=z=l 


(C):(x~ °#+(y+l) =1 
Vớia=5:b=-5;R=5S 
(C):(x—5)°+(y+5) =25 


14. a) AB là đường kính : XOAB vuông tại O: [ là trung điểm AB 
R~`AB 
5 


AB=sS 
(Œ:@& -4)+@- 3) =35 
b)(C):(x-2)°+(ýy 2) =4 


294 


l6. 


17. 


18. 


19. 


(Cl:x +) 4x = 2y t3=U cš(C): 


(C2) đốt xứng với (C) qua AC: 31 s(C) có R 


Văm E' đôi xứng với T qua ÁCT: 3) 
lWy LX, =BX, 

ÿị ti =€2Yh 

Suy ra: Ï (0; 3) 

(C)x'+(y 3) =2 

Đường tròn (C) cól(I:20:R- V2 


(C) có tâm Ứ(a; b) và R” v2 


Đường tròn (€) và (C') đói xứng nhau qua (Á): x 


xứng nhu qua (A) 
(3:3) 
(Œ) (x-3)°+(y—2)) =2 


;R-2 
⁄2 


2= 0 tức là [ và [ đổi 


Để ý ràng đường tròn ngoại tiep XABC đổi xứng với đường tròn ngoại tiếp 


XHBC qua cạnh BC. 


* Lập phương trình đường tròn ngoại tiếp MIBC, gọi là đường tròn (C). 


l +y” ~2ax - 3b 1c =Ú 


(MS? » - 
la) tbÌ=c>0 


lá) 


(€) qua B, CC, H =2 thấy tọa độ B. C, H vào phương trình (*) ta được 


Ì J3brc=0 

I—=2a +c =0 ©&œ-b-c 
lŠ- 4a 2b+e=0 
(CÌ:x + y =2x = 2y + Í=U 
I(I:!)vàR =1. 


Phương trình cạnh BC :(BC)'xty T1<0 


Đường tròn (C') đôi xứng với đường tròn (C) qua tượng thẳng (BC) 


tBC);x+y-—-I=0 


U(4: bì) đối xứng với ECÍ: 1) qua (BC):x+y =0 


{10.0 
|R=1 
(Ớ) Xˆ #w°=:l 


Văn đe 3 
HS tư giải 

n. Ö„ |J3x+4y-3=0 
4) Giải hệ phương trình 4 - 
|xÌ! ý -R-= 7W 


Ta được A (1; 0) BỊ- 3: 3) 


lÙ) 
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b) Phương trình tiếp tuyến cái (C) 
* tại JÀ : & — 7W — 1 = 
# Tại B?7x+yw+l§=0 

20. á) Để nghị độc giá tự chúng mình 
b) Gọi M( 


T90 ; x” 


y,„) là tiep điểm 


Phương trình tiếp tuyen có đang 

X„& +Y„Ý —-2(X,#+X) +(y +w)t6=0 

Do tiếp tuyển qua A(T: 3ì 

X„+.3ÿ.,— 20 # 1) + (ya t3) +0 =0434,+2ÿ, =7 =0 

LI hệ Úc TA 8 

X ®%W\ =ÊN, ty, t6 - 0 

Xác định tọa độ (x..\ ! 

Tủ có hai tiếp tuyển 

#4  lI=0 

#* 3x + 4y - 15=0 

21. Tiếp tuyến song song với đường thăng (d) có phương trình (Á) 
2x.+y+c=0 


(A) là tiếp tuyến của đường tròn (C) <> d(x: A) = R. 
Xét (C) có : 
II: 3) và R=v5 


€ =-5 =t=-‡4 
Vậy có hai tiếp tuyến 
(4): 2x +®y+6=U 
(A):2x+y—4=U0 

22. Đường tròn (C) có I3: 1ì: R v10 
(Á) vuông góc với (d) 
(A):x+3y+c=0 
để (A) là tiếp tuyển của (C) 

13+3(-I)+ cÍ 


đŒ:A)=- 
vI0 


x10 


c«sc=+l0. 

Tà có hai tiếp tuyến 
(A):x+3y+I0=0 
(A;):x+3y— I0=0 
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23. Đường tròn (C} óc 3:1): R- 3v 5 


Đường thàng (d) có hệ Số nóc K = 3. 
dị:w=2d+m€c*2x v+m<=0 


dì là tiếp tiyền với (CÌ 
;+ d1: (dị =R 
LỊ Trml 
4 k I 
“=> là + 3l = 10 
Eú được hai tiếp tuyến 


3v5 


m #7:/(dJ):2s—y#7=0 
fì > lÄ2I@J:724 § lá 
24. Giả sử tiếp điểm là M(x..v.) 
Khi đó phương trình tiếp tuyen có đăng - 
(d}(x - ]J(x, - l) #+(y + l)(y,+ lì =10 
(đì€»(x¿— x#(y,#lly x;.+ty, 8 =0() 
Do MJjX y¿) © (C) 
(%,„ Íÿ*@,¿+1† =IUØI 
Đường thàng tử) tạo với CÁ) mọt póc bằng TẾ 
J2(x. 11:1, +DH v3 


- 4 


<» cas.Š" = 
Ví TW(x Ð ¡ty,vU i 

K§ lÖN.®wWu- HŠ 

y.:rÕ~<2§ 


y 4+- 2x, () 
Giải các hệ phương trình - 


MụO: 3); M.(I: 2) 


[(x. 1Y((y,1 1 =10 
Vy 4-2x 
MU; 4): MUC 3: U) 
Thấy các tọa to M.UM.M.M, vào phương trình tiếp tuyến (TL). Tả được : 
4 tiếp tuyên của (C) 
(l0): x 3y =0 
(d):3x¬y 1=0 
(d):x +3y + 123=0 
(d,): 3x—= y rũ=0 
235. a) (€) : l1; 3+: l.= 2¡ M(2) 4) 
IMU:L) 


Đường thẳng (ó2) qua M có vectơ pháp tuyến n—IM(:l) 


(dđ)ìx+v—6=0 
h) Làm tương tự như bài tập 7 
Có hai tiếp tuyển: (Ái) :x+y=34- 2 v3=U 
(A;):x+y-4+2/2=0 

26. MA.MB+ MB.MC + MC.MA =0 
(x~ l:y~ D(& # 2: y - 2) + 
(x+2:y- 2x + 1;y +2) + 
(x+l:y+2)(x-i;y-1)=0 
© 3x ` + 3y` + 4x - 2y ~ 5 =0 
Vậy tập hợp các điểm M là đường tròn (C) 
(C): 3x '+ 3y + 4x- 2y—5=0 

27. MA +MBÌ =MCẺ 
«®(x-lJ+(y-=2)+(x+3)+(y- 1} 
=(x=4)+(y+2)©x +y`+ l2x- l0y -S=U 
Vậy tập hợp các điểm M là đường tròn (C) 
(C):x”+y + 2x - l0y-5=U 

28. Đường tròn 
(Cj): 1á 1) R.=vI0 

3.7 ño 

(C2: 3:2 ]R: ` 


"35 


Xét đường thắng (A) mà +=0 


: : '..án Jdu, V)=R, 
Điều kiện tiếp xúc : | 1d.:A)=R 
d(,;A)=R, 


Ta được hái tiếp tuyển chúng ;(Á,):3x+y=3<=0 
(A;):x*+3y— I7=0 

29. a) Hai đường tròn (C,) và (C)) tiếp xúc nhau tại A(8: 6ì 
b) Phương trình tiếp tuyến chúng tại tiếp điểm A8: 6ÿ 
(A): 4x +3y - 50 =0 

30. a) Xéta + bÌ=ec 
=m +(m+l}`- ((m -I)=m +m'+2m+l 2m+l 
=2m ` +2>0Vm 
Vậy tất cả các đường cong (Cm) đều là họ đường tròn (Ciì] 
b) Vì họ (Cm) cất trục Ôy nên x = Ú <3 phương trình 
y`= 2 (m+l)y +2m- I=0(*) 
để (Cm) cất trục Oy tại hai điểm phân biệt thì phương trình (9 shải có 2 
nghiệm yạ. y› phân biệt. 
<> A'=(m + IÌ ~ (2m - l) 
=m`+ 2m + l-2m+l =m +2>0Ym 
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Phản T. 
Chương Ì 


€Nu/ng HÍ. 


Chương THỊ. 


Chương "N. 


Chương V. 


Chương VĨ. 


Phán II. 
Chương Ì 


Chương TÌ. 


Chương TÌT. 


MỤC LỤC 


ĐẠI SỐ 
Mệnh đê - Tập hợp 
Hàm số bật nhất và bậc 2 
Phương trình - Hệ phương trình 
Bất đẳng thức và bất phương trình 


Thống kê 

Góc lượng giác và công thức lượng giác 
HÌNH HỌC 

Vectơ - 


Hệ thức lượng trong tam giác và đường tròn 


Phương pháp tọa độ trong mặt phẳng 


trang 
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